alculo I

Culc:ulu Dltemnclul pur Bnchlllerutu

A .' U ‘.nh,‘: ...G.Eq \.'TI:':?.I-_ ! fry I
g

=N 2o
o T

* Faustino. ‘leez;r@ 2] n*u 7 5k
. Rolando Fornéi riguez
Crtgz Evelia Sosa Carrillo
Aﬂﬁunda Fl-ﬁrez Arcu

it

ik TR L




Calculo

Calculo Diferencial para Bachillerato

 Faustino Vizcarra Parra

Rolando Forneiro Rodriguez
Cruz Evelia Sosa Carrillo
Armando Flérez Arco

i S AT
Sy | .f“‘







Calculo |

Calculo Diferencial para bachillerato

Calculo por competencias

Autores
Faustino Vizcarra Parra
Rolando Forneiro Rodriguez
Cruz Evelia Sosa Carrillo
Armando Florez Arco

UAS/DGEP



CALCULO |
CALCULO DIFERENCIAL PARA BACHILLERATO
Calculo Diferencial por competencias

Faustino Vizcarra Parra
Rolando Fomeiro Rodriguez
Cruz Evelia Sosa Carrillo
Armando Flérez Arco

Primera edicién, agosto de 2020

Disefio de portada e interior: Leticia Sanchez Lara

Maquetacion Carol Judith Zazueta e Iréan Ubaldo Sepulveda Ledn
llustraciones de interiores tomadas de Internet

Registro en tramite

Impreso en México
Printed in Mexico



Dedicatoria
y agradecimientos

“El maestro deja una huella para la eternidad; nunca
puede decir cudndo se detiene su influencia”.
HENRY ADAMS

Armando Florez Arco ha hecho del conocimiento y la ensefianza su vida. Dificilmente podria-
mos imaginarlo separado de las aulas, los libros y de sus constantes reflexiones en torno a la
educacion y su preocupacion por las futuras generaciones que se formaran en las escuelas. Mate-
mético, pedagogo, conversador, maestro de maestros, un humanista partidario de vivir y compartir
las inagotables y enriquecedoras experiencias que le han dejado sus pasos por el mundo. Desde
la Universidad Pedagogica de Matanzas, y alin desde antes, ha tomado la ensefianza como una
mision, por medio de la cual podemos aspirar a transformar, para bien, nuestra realidad. Este in-
cansable testigo, el nifio que vio con asombro a los nueve afios el surgimiento de una revolucién,
el caminante que recorrio las viejas calles “donde los cantantes nocturnos cantaban su amor a La
Habana”, el maestro de la Universidad de la capital cubana, llego a estas tierras sinaloenses un
dia para quedarse. Su camino lo ha continuado en los mas reconditos lugares de este Estado, con
la plena seguridad de que la educacién es la tinica forma de reconstruir el tejido social que se ha
erosionado en nuestro tiempo. Cubano, mexicano, ni mas lo uno que lo otro, sino lo uno con lo
otro, Armando Florez es un digno heredero del legado de Conrado Benitez, José Marti, Eustaquio
Buelna, Genaro Estrada, José Emilio Pacheco, y muchos mas. Por estas razones, por su enorme
aportacion al bachillerato de la Universidad Auténoma de Sinaloa, le dedicamos este humilde li-
bro de Mateméticas. Por el enorme agradecimiento a su inagotable trabajo, no nos cansaremos de
decir: Muchas gracias Doctor Armando Florez Arco.

Por dltimo, también se reconoce el esfuerzo y dedicacién de los docentes que con sus contribu-
ciones hicieron posible este libro.

Colaboradores:

Raul Cardenas Lopez

Octavio Avilez

Eva Edith Verdugo Serrano

Jestis Martinez Cafiedo
Policarpio Sicairos Avitia

José Juan Garcia Leal

Jesus Antonio Garcia Duarte
Heriberto Carlos Ayala Cruz
Héctor Benjamin Jacobo Cabanillas
Jorge Ramos Martinez

César Pilar Quintero Campos
Silvestre Trinidad Quintero Ibarra
Jonathan Sanchez Rodriguez
Levy Noé Inzunza Camacho
Alfonso Javier Salas Sanchez

Célculo | « Calculo diferencial por competencias



Presentacion

““ste libro, se escribié para utilizarse en la asignatura de Cdlculo I, correspondiente al
~“ quinto semestre de las fases propedéuticas Quimico-Biologicas y Fisico-Matemati-
i 7 . . . -

L cas, €l cual estd alineado al programa de estudio de dicha asignatura.

Como antecedentes, para abordar el contenido se requiere dominar la aritmética, el
algebra, la geometria plana, la trigonometria, la geometria analitica y las funciones numé-
ricas, a esto se le conoce como precalculo. En este sentido, el libro, al inicio contiene una
evaluacion diagnostica que permite saber qué conocimientos previos se tienen sobre el
precalculo. Y a partir de ello, reorientes los habitos de estudio y estrategias de aprendizaje,
para conectar el nuevo conocimiento con el ya aprendido.

El nuevo conocimiento que se presenta en el libro, esta distribuido en las siguientes tres
unidades de aprendizaje:

*  Unidad de aprendizaje I: Se aseguran las bases sobre las funciones numéricas, para
luego iniciar con el estudio de limites (a partir de una nocién intuitiva) a través de
métodos graficos, numeéricos y analiticos, el cual se usa para definir la continuidad
de una funcién en un punto y en un intervalo.

*  Unidad de aprendizaje II: Los conceptos de limite y continuidad de una funcion,
son parte esencial para definir el concepto central de este libro, que es la derivada
de una funcion, la cual se presenta desde un enfoque fisico (el problema de la velo-
cidad instantanea) y desde uno geométrico (el problema de la recta tangente), como
el limite de la razon de cambio promedio. Luego, se usa la definicién de derivada
para demostrar las féormulas basicas de derivacion, para determinar de manera mas
préctica la derivada de funciones algebraicas y trascendentes.

*  Unidad de aprendizaje I1I: Se aborda el anélisis y graficacion de funciones median-
te la determinacion de sus valores extremos, de los intervalos donde son crecientes
y decrecientes, concavidad y puntos de inflexion, todo esto a través de la primera y
segunda derivada. Por dltimo, se estudian aplicaciones de la derivada en problemas
de optimizacion.

En cada unidad debes implementar diversas estrategias de aprendizaje para lograr el
nivel idéneo de las competencias indicadas, el cual es progresivo. Para ello, se incluyen
practicas de referencia situada para motivar y estimular el interés, ejemplos resueltos,
actividades para responder en el libro, ejercicios para resolver en clase y de tarea, una
actividad intermedia que consiste en resolver una serie de ejercicios en equipo, para luego
reflexionar sobre los resultados obtenidos y final de la unidad, se propone un problemario
(producto integrador de la unidad), a través del cual debes mostrar el logro alcanzado.
Ademas, al final de la tercera unidad, se cuenta con la evaluacién sumativa (producto inte-
grador del curso), la cual también es un problemario. También se incluye un solucionario

| ..
“ Presentacion



con la respuesta de ejercicios seleccionados, asi como un apéndice de formulas matema-
ticas.

El texto esta escrito en un lenguaje y rigor lo més apegado posible al nivel de comple-
Jidad que se requiere para el nivel bachillerato, haciendo énfasis en la visualizacién de las
funciones numéricas, a través de las representaciones graficas y en las practicas de refe-
rencia situadas para dotar de significado a los conceptos. Ademas, las explicaciones estan
redactadas con cuidado para asegurar la comprension del que aprende. El color se utiliza
pedagogicamente para resaltar los pasos importantes, destacar los métodos y la terminolo-
gia, asi como para resaltar representaciones gréficas de las funciones numéricas.

Esperamos que las mejoras incorporadas en la presente edicion sean de agrado y contri-
buya al logro de sus objetivos académicos y personales, y que esta experiencia propicie el
gusto por las matematicas. De igual forma, agradecemos las sugerencias y propuestas que

contribuyan a seguir mejorandolo y rectificar cualquier incongruencia o error que puede
existir.

Atentamente
Culiacan Rosales, Sinaloa, Julio 2020

LosS AUTORES
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Evaluacion
diagnaostica

valuacion diagnéstica para identificar logros o areas de oportunidad sobre los conocimientos pre-

Vios necesarios para construir e integrar el nuevo conocimiento, el cual se considera como punto de
partida para realizar las actividades de aprendizaje que dan cuenta del nivel de logro de las competen-
cias a desarrollar.

Al finalizar la evaluacién diagnéstica, reflexiona sobre los resultados obtenidos, y establece la ruta
de aprendizaje, asi como los cambios necesarios en los habitos de estudio y estrategias de aprendizaje
a implementar para lograr un nivel éptimo del desarrollo de las competencias que se indican al inicio
de cada unidad.

1, ¢Cudl es el resultado de realizar la siguiente operacion?
T 4 REE ]

1Z o g
a) 5/8 b) 11/24 ¢) 5/12 d) 29/24

2. ;Cudl es el resultado de realizar la siguiente operacion?

55k

a) 16/315 b) 48/315 c) 80/315 d) 184/315

3. ¢Cudl es el resultado de realizar la siguiente operacién?

33

a)I% b)I% (:)325—7 d)4;—2
4. (Qué cantidad se obtiene al resolver la siguiente operacién?
G +2P{2° +[@) - 321}
a) 100 b) 130 ¢) 190 d) 250

5. (Cuél es el resultado de simplificar a su minima expresion el siguiente polinomio?

2 el
?W+2x—?xy+ 3 X%y —5x
l 2 o 1 ) 2 2 2 2
a) xy* — 3x b)—3—x2y—3x2+?g, C)Txy~—3x+?xy d)—:;—xy—3x

‘ Evaluacion diagnostica
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6. Efectia la operacion entre polinomios:
(5x* +13x% —x +10) — (-6x* + 9x° + 7)
a) lix*+4x2—8x+ 10 b) 11x*+9x* + 13x2 —x+ 17
¢) lx*+4x2—x+3 d) 11x*—9x* + 13x>—x + 3

7. (Cudl es el resultado de la siguiente division?

(-msn2 ——;ﬂ m'n* + % nmn — 4mn“] + (-4m°n’)

1 n 1 n 1 n 1 n
LIRSS SN B o B
8 dn 8m 6m*n* w ) 4n 8m 6m*n* m'
1 , mn 1 n 1 2n 8 n
AL TR e — i e R
L 4n 8 6mnt mt & dn m 3Im*r m

8. (Cual es el resultado de -(-5)*?
a) 25 b) 5
c) -5 d) -25

9. Exprese en forma de potencia la expresion matematica \x®
a) x° b) x>

c) x' d)

10. Factorice el polinomio 6x> — 5x — 6

a) 2x—3)(3x+2) b) (-2x—3) (-3x +2)
¢) Zx+3)(3x—2) d) Gx—3)(2x—2)
11. Simplifique la expresién a su minima expresién racional
¢ +13x+15
6x* + 7x =3
2x+3)(x+5) 3x-1 x+5 (2x —3)(x—5)
2) Bx+1)(2x-3) L) i ) ©) 3x—1 %) Bx-1)(2x +3)

Calculo | « Calculo diferencial por competencias ‘



12. Es el valor de la pendiente de la recta en la ecuacién 6x — 3y + 12 =0
a) -3 b) 2 c) 4 d) 6

13. Es el dominio de la funcion y = v4 —9x
a) (-o0, 4/9) b) [-4/9, «) c) (-0, 4/9] d) (-o0, o0)

14. ¢Cudl es el conjunto imagen de la funcion de la funcién cuadratica de la siguiente grafica?

a) (0, ) b) [0, ») ¢) (-, 0] d) (-0, )

15. (A qué funcion corresponde la siguiente grafica?

do bl o)
‘Fm (n ' " '(&: '(zn i

a) tanx b) tan (-x) ¢) tan (-2x) d) tan (2x)

16. La expresion (64y” — 36) puede factorizarse como [4(ay + b)(ay — b)], donde a y b son:
a) a=-4, b=3 b)a=4, b=9
¢) a=4, b=3 dya=8, b=6

17. El resutado de (-4x + 3y)*, es
a) 64x°+27)° b) -64x° + 2757
c) 64x° —144x% + 108x)* — 27)° d) -64x3 + 144x%y — 108x)2 + 2757

18. ;Cual es el valor de sen 60°?
a) 0 b) 12 ¢) 0.86 d) 1

m Evaluacion diagnéstica



19. La siguiente grafica relaciona la cantidad de lapices y su costo. Cada l4piz tiene un costo de $3.

504
o 40
%30
O 20
10 .
—
0 24 6 8101214

Numero de lapices

¢De qué otra manera se puede representar la informacion de la gréfica anterior?

a) y=3x b) y=x/3
¢) Numero de lapices Costo ($) d) | Ntmero de lapices Costo ($)
0 3 0 0
1 4 2 3
2 § 4 6
3 6 6 9
4 T 8 12
5 8 10 15

20. Con cual de las siguientes operaciones se obtiene como resultado -20?

a) (-5)(-4) b) 5+4 c)-5+4 d) (5)(-4)
21. Relaciona el intervalo con la desigualdad correspondiente.
Intervalo desigualdad
2, 4) 2<psd
[2,4) 2<x<4
(2, 4] 2<x<4
(2, 4] 2<x<4

22. Las raices de la ecuacién x> — x —12 = 0, son

a) -ly-12 b) -4y 3 c) 4y-3 d)-4y-3
. CoS x .
23. La expresion esex - senx » ¥ iguala
a) cosx b) cos® x ¢) cos® x/ sen x d) sen x

Calculo | « Calculo diferencial por competencias | m
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e

Aplica en forma critica y
reflexiva los limites y la
continuidad de funciones
numeéricas, en la modelacion,
formulacién y resolucién
de problemas, que le den
significado mediante su uso,

4.1 Expresa ideas y conceptos mediante diversos siste-
mas de representacion simbdalica,

8.3 Asume una actitud constructiva al intervenir en
equipos de trabajo, congruente con los conocimien-
tos y habilidades que posee.

Construye e interpreta modelos matematicos me-
diante la aplicacion de procedimientos aritméticos,
algebraicos, geométricos y variacionales, para la
comprension y andlisis de situaciones reales, hipo-
téticas o formales.

2. Formula y resuelve problemas matematicos, apli-
cando diferentes enfoques.

8. Interpreta tablas, gréficas, mapas, diagramas y tex-
tos con simbolos matematicos y cientificos.

* Interpreta ideas y conceptos utilizando representaciones
simbdlicas de diversos campos disciplinares, académi-
cos, cientificos y/o tecnoldgicos.

+ Colabora en equipos de trabajo, compartiendo los lo-
gros con el resto de los equipos participantes en un mis-

mo grupo.

Construye las diferentes representaciones de una
funcién algebraica y trascendente, mediante métodos
basados en las restricciones de su domino y rango.

* Resuelve problemas sobre limites de funciones alge-
braicas y trascendentes, aplicando métodos graficos,
numeéricos o analiticos.

* Interpreta la continuidad o discontinuidad en la grafica
de una funcién, aplicando la definicion, operaciones y
propiedades de las funciones continuas.




Limites y continuidad
de funciones “

1.1 Funciones

c ( Proposito o

Determina el dominio y rango de
funciones algebraicas y trascendentes,
mediante la exploracion de su gréfica

o de su expresion analitica, ) )

Como antecedente, las funciones constituyen tema de estudio desde Matemdticas II. donde se

introduce la funcion lineal y la funcion cuadrética; en Matemadticas 111, se contintia con las funcio-

nes trigonométricas; en Matemdticas IV, se profundiza el estudio de las funciones polinomiales y
~——@ se introducen las funciones racionales, irracionales, exponenciales y logaritmicas,

Recuerda que, para representar una funcion, las letras mas comunes son £, gy 4. Y para es-
tablecer con precision su definicién, necesitamos tres elementos que son fundamentales: el do-
minio, la regla de correspondencia y el rango. Una funcién relaciona a una variable “x” llamada
variable independiente, con una variable “y” llamada variable dependiente, mediante ¥y =f(x),
cuyo significado es que y estd relacionada con x, a través de f; donde /(x) se lee “fde x” 0 fenx”.
Por dltimo, una funci6n tiene diversas representaciones, tales como: férmula algebraica, verbal,
tabla de valores, conjunto de pares ordenados, grafica y mediante un diagrama.




EEP™ Definicion y graficas de funciones

Iniciemos con el concepto de variable, que en matematicas se define como una cantidad que cambia.
Se representa con una letra, siendo las mas comunes x, y y z. Veamos el siguiente ejemplo.

Jesus es el de menor estatura de su clase y cada 6 meses se mide en la pared. El ha registrado su
crecimiento conforme ha pasado el tiempo y, con esa informacién, construyd una tabla para hallar una
relacion y encontrar un significado.

Edad (afios) Estatura (m)
14.5 1.60
15.0 1.62 La edad de Jests ;es una variable?
15.5 1.64 Por qué?
16.0 1.66 _ ,lacualla puedo representar con la
165 168 letra___ y la estatura con la letra
17.0 1.70
175 1.72
18.0 1.74

Las variables forman parte de una expresién algebraica, que es un enunciado matematico com-
puesto por uno o mas nimeros, una o més variables y una o mas operaciones aritméticas, por ejemplo:

4x, 0SmF+ 301, )%

Al unir dos expresiones algebraicas mediante el signo igual, se obtiene una ecuacién algebraica,
por ejemplo:
2r=(x+1)%, ¥ +)2=25 y=x"—2x+1,x—2y +% =7, xp—y=1, ¥+x2 =)
De las ecuaciones, hay unas que representan a una funcion numérica, en particular, las funciones
que relacionan a una variable “x” llamada variable independiente, con una variable “y” llamada

variable dependiente, mediante una relacién entre ellas, que se representa por y = f(x), conocidas
como funciones de una variable.

=3
=2 De nuestro ejemplo, de la edad vs estatura.

& 4 e ;Cuileslavariable independiente? e ;Cudl es la variable dependiente?
= Argumenta: Argumenta:

£ 3
=3
I |
3
IS |
=3
=3

Limites y continuidad de funciones | Unidad 1



1.76
1.72
1.68
1.64
1.60

i 14 15 16 17 18

(Qué tipo de funcion resulta?

=V

(Cuadl es modelo general de la funcion anterior?

(Cudl es la ecuacion de la funcién?

En el ejemplo de la edad y de la estatura, se usan tres formas para representar a una funcion, jexis-
ten otras?

Una funcién tiene diversas representaciones: formula algebraica, tabla de valores, conjunto de pares
ordenados, gréfica, verbal y mediante un diagrama. A continuacion se presentan cuatro de ellas.

Férmula algebraica Tabla de valores Pares ordenados Grafica
x |
. 4 15 | (-4, -1)
£ = —2—+1, x=2 D 0 (-2, 0)
(x—4P2+6,x>2 -l il (0, 1)
2 2 (2, 2)
3 5 [ 3 5)
4 6 (4, 6)
5 5 (5,5)
6 2 (6, 2)
] ] ] ] ]

Ya vimos las diferentes formas de como se representa una funcion, a continuacion veamos su
definicion.

Definiciones de funcion

L. Una funcién f'de un conjunto 4 a un conjunto B es una relacion o regla de correspondencia que
a cada elemento x € 4 le asigna un tnico elemento y = f(x) € B.

2. Una funcién es un conjunto de pares ordenados de ntimeros (x, y) en el que no existen dos o
mas pares ordenados con el mismo valor de x y diferentes valores de y.

3. Una funcién es una relacion entre dos variables (x, y) de tal manera que a x (la variable
independiente), le corresponde uno y s6lo uno de los valores de y (la variable dependiente).

Calculo | + Calculo diferencial por competencias |



L pepiun

Estas definiciones son equivalentes, y cualquiera de ellas se puede usar para verificar si una ecua-
cion representa o no a una funcién. Esto implica identificar el comportamiento en la ecuacién que hace
que no se satisfaga la definicion de funcion. Para ello realiza la siguiente actividad.

-

Actividad 1.1 i
Completala | Escrn}a ¥ Io:c, pares ordenaclos (. ) Grafica los valores de la Escribe la
e identifica los valores de x i
tabla S : tabla y une los puntos ecuacion
relacionados con un mismo valor de y
E | (x.9) i
-3 9 ( ) 7
: 5
-2 e L 3
< 1 (1515 e N N
0 | o () T T T S T
1 () 3
-5
2 4 )
-7
3 { ) 9
x 3 (x,»)
0 ;
i -
k= )
; ( a )
V2 (2,V2)
V=x
3 C s )
£ 203
{ 5 )
4
C &5
5 (5,445)
5
( = J
g Y (x,)
. (. )
-3 -27 «C ., )
-2 «C . )
-1 « . ) =
0 (. ) g
1 L oa )
2 8 C . )
3 «C . )
4 «C . )

| Limites y continuidad de funciones | Unidad 1



e La primera ecuacion, jes ¢ La segunda ecuacién, ;es o Latercera ecuacion, jes fun-
funciéon? funcién? cién?
Argumenta: Argumenta: Argumenta:

En la Actividad 1.1, la ecuacién y* = x tiene coordenadas de las abscisas que estén asociadas con
mas de una coordenada de las ordenadas. Esto es lo que siempre debes identificar para saber que una
ecuacion no representa a una funcion.

Veamos el siguiente ejemplo, un buzo explora un arrecife y con un Gps registra su desplazamiento
; y - 2x* ;
y profundidad en metros, lo que describe la funcién f(x) = ==~ — 4x. Para el desplazamiento se toma

3
como referencia el punto de inmersion y para la profundidad el nivel del mar.

Desplazamiento | Profundidad Punto de
(metros) (metros) inmersion

x Y 1 Desplazamiento
0 0 —— {050)
1 I+ o 5

3 3 E
3 % — )

(o]

c | | —— 9| 2
6 0 == 15,0) 3

Observa que, tanto los pares ordenados, como la correspondencia entre x e v seglin la gréfica, nos

i 2x o
muestran que la ecuacién f(x) = 3 - 4x representa a una funcion.

Como conclusién, una ecuacién representa a una funcion si

Por otra parte, todas las ecuaciones que representan funciones, pueden expresarse inicialmente con
la variable dependiente “)”, con la notacién de funcion “f(x)” o cualquier otra letra usada para denotar
una funcién. Por ejemplo, y = x* — 2x + 1 es una funcién, por lo que también se puede escribir como
f)=x*—2x+1.

Las siguientes funciones inician con la variable dependiente “y”, sustitiyela por f{x).

2x
a) L b)yy=vx-2
¢) y=tan(2x) d)y =log(x*-3) +e*

Ahora pon a prueba lo aprendido sobre las funciones numéricas.
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1. Las siguientes afirmaciones representan a una funcion. Escribe cada una como un
conjunto de pares ordenados y la expresién matematica que la representa.

a) A cada numero real se hace corresponder su cuadrado aumentado en dos.
b) A cada nimero real se hace corresponder su reciproco menos uno.

2. Indaga sobre la prueba de la recta vertical y realiza una analogia con la definicién
de funcion.

’ 3. Aplicalapruebade larecta vertical, y determinasi las siguientes gréficas representan

T a una funcion.
,)d
C/. Ay y
a) b)
Ejercicios
c 1.1 b I/’Z . i
: b R
o
o
- \J
A /
) 4 d) u
5 ‘; -;
v J

4. Evalaa la funcion en los valores indicados.

) f09=5:-2 f2), S (3 ). SO

by A =xt+3x= 1 A1) e

&) f00)= 26 +35 f-1), 0.4, F({Z)

&) /=3 f2), f1-0.5), D). /5)

&) fx)= log,, (x—4); f45). /6). £(100)
D =Ty fd s (5 ) S A1)
8) () =VE=3: 100, (3], F), 19

5. Si(6, 11) es un punto de la representacion gréfica de la funcion g(x),
entonces g(6) =

| Limites y continuidad de funciones | Unidad 1



6. Relaciona cada funcion dada con la grafica que le corresponda.

a) .f(x)=x-l_2x3+x2 b) glx)=-Vx+3-—1

7. Tabulay realiza la grafica de las siguientes funciones.

a) f(x)=|x|+l b) f(x)=-2x+% c) f(x)=3x2+x—3
&) o) =—r1 &) f()=In(x—2) H f)=ex—4
g) f() =5 h) ()= VX +2

8. Si f(x)= xE 5 ¥ g(x) = x — 3, determina los pares ordenados de niimeros reales
que pertenecen a ambas funciones. Representa el significado grafico que tienen
estos pares ordenados.

mominio y rango de una funcion

Las funciones numéricas se pueden clasificar de diferentes maneras, por ejemplo, en crecientes y
decrecientes, explicitas e implicitas, continuas y discontinuas. En nuestro caso, las clasificamos en
algebraicas y trascendentes.

Polinomiales: Ejemplos: f(x)=4x—3, fix)=-x*—2x+3
1
b

Irracionales:  Ejemplos: f(x)=Vx—4, f(x)=Vx+1

Algebraicas { Racionales:  Ejemplo: f(x) =

Funciones
Logaritmicas:  Ejemplo: f{(x) = log,(x + 1)

Trascendentes Exponenciales: Ejemplo: f(x)=3*

Trigonométricas: Ejemplo: f(x)=sen x

Para conocer el valor "f(x)" de una funcién fen un valor especifico de x, es necesario asignarle un
namero real a x para evaluarla (como en el ejercicio 4 de la seccién de ejercicios 1.1). Al conjunto de
estos valores de la variable independiente x se le conoce como dominio de la funcién, y cada nimero
real x en el que se puede evaluar fest4 relacionado con un tnico valor f(x), que se llama imagen de x.
Al conjunto de estas imdgenes de la variable independiente f(x) se le conoce como rango, recorrido o
conjunto imagen de la funcion.
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Como sabes, hay infinitos niimeros reales, por lo que, jtoda funcién se puede evaluar en cada ni-
mero real? De no ser asi, entonces, ;para qué nimeros reales es posible evaluar una funci6n? Para dar
respuesta a estas preguntas, contesta la siguiente actividad.

-

Actividad 1.2 | * &4

desmos,

Determina el conjunto de nlimeros reales x, para los cuales es posible evaluar la funcién numérica

/. asi como el conjunto de sus imagenes. Utiliza la aplicacién Desmos, GeoGebra, Wolfram Alpha o
Mathematics para explorar la tabla de valores y la grafica de la funcion.

Funcién polinomial
Evalda la funcion f(x) = 4x — 3 en los valores indicados.

x | fx)

-15

-9 |

3 (Hay alguno o mas nime-

0 ros reales para los cuales

7 no se puedan realizar las
operaciones 4( )~ 37 _ -

" Yol -

6 Y N

20 / l' ominio \\.\»

\\]_' 7[//

Dom f = Rango f =

En una funcién polinomial de grado impar, el dominio es:
Dom f =Ry el rango es: Rango f = R.

Evalua la funcion f(x) = -x* — 2x + 3 en los valores indicados.

X Jx) ‘
-6
] r
0 (Hay alguno o mas name- '
3 ros reales para los cuales no
4 se puedan realizar las opera- o
. 4 . N
5 ciones-( Y —2( )Y+3? \ J
8
10

El Dom f = Rango [ =

En una funcién polinomial de grado par, Dom f = Ry Rango f es un subconjunto de R.

Limites y continuidad de funciones | Unidad 1



Funcion racional

Evaltia la funcion f(x) = P los valores indicados.

x | ¥ '

el Para que la funcién pue- ‘

-6 da ser evaluada, el deno-

-5 minador “x + 5” debe ser

-1

0 Asintota vertical en

3 x _

8 |
Dom f = |

Una asintota es una recta que en un grafico se acerca cada vez mas a la curva, sin tocarla o cruzarla.

‘ Asintota horizontal en y =

N

io

'\//‘Domfnfo || Domin
\\]—— e Nl

Rango f =

Unidad 1

En una funcién racional. Dom /= R — {x | x haga cero el denominador}
y Rango fes un subconjunto de R.

Funcion irracional

Evalia la funcién f(x) =Vx —4 en los valores indicados.

x | f®

-2

0

3 Para que la funcién

7 pueda ser evaluada, el
radicando x — 4 debe

7 ser

9

30

Dom f =

2%

6
4
2

Rango_

2 46 81012

J\
-4 { Dom:’m‘o>
-6 4

Rango [ =

En una funcién irracional de indice par, Dom f = {x | x haga el radicando no negativo}

¥ Rango f es un subconjunto de R.
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s 3 ..
Evalta la funcién f(x) = Vx+1 en los valores indicados.

x | J®

(Hay algin nimero

real x para el cual no

se puedan realizar las
" 3
operaciones V( )+17?

Dom f = Rango f =

En una funcién irracional de indice impar, Dom f= Ry Rango f =R.

Funcién logaritmica
Evalua la funcién f(x) = log, (x + 1) en los valores indicados.

x | & |
-5 Para que la funcion pueda |
2 ser evaluada, el argumento
1 del logaritmo "x + 1" debe
9 ser
3
6
200 Dom f = Rangof =
En una funcién logaritmica
Dom f = {x | x haga que el argumento del logaritmo sea positivo} y Rango f = R.

Funcién exponencial
Evalda la funcién f(x) = 3* en los valores indicados.

x Jx)
-6
5 (Hay alguno o mas nameros
reales para los cuales no se
-3 puedan realizar lo potencia
0 3¢ 9
1
2
3
4 Dom [ =
En una funcién exponencial Dom f = Ry Rango fes un subconjunto de R.
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Funcién trigonométrica
Evalta la funcién f{(x) =sen x en los valores indicados.

x Jx) ‘

j:i (',_Hay alguno o més ra- |
dianes para los cuales ’
0 no se pueda calcular
/2 f(x) =sen x?
/3
T
2n/3 Domf =

En la funcién trigonométrica seno, Dom f' =Ry Rangof = {y | -1 <y <1}.

-
o
@
=
c
=]

En la actividad 1.2 se introdujo el concepto de dominio y de rango de
una manera informal, siendo ambos conceptos importantes en la defini-
cioén de una funcién, pues una vez que se tiene la expresion algebraica
de la funcién, se debe precisar su dominio, y este a su vez, determina el
rango de la misma.

Es decir, mediante la formula de la funcién, a partir de un valor del
dominio se asigna uno y solo un valor del rango.

Dominiode f %

El dominio de una funcién numérica fes el mayor subconjunto del conjunto de ntimeros reales para
los que f(x) es un ntimero real.

El rango de una funcién numérica f'es el subconjunto de nimeros reales que resulta de evaluar f(x)
para cada ntimero real de su dominio.

En términos de conjuntos, la definicién de dominio (Dom f) y rango (Rango f) de una funcion £, se
representan como:

Conjunto de los niimeros reales Conjunto de los niimeros reales
//"'___“"\\ T s
/ Dom f /" Rango [
Y e N / g |
fi R, 4 f Vil \
|/ \ | f .
| IIl | l f Ii |'___ | ,;I
\ =t T - | S8,
AN / \ /
Z/ N\ //
\":‘:;-__h__’_,//" \QE-_—_-—_-,:/-’/

" Contradominio
nd Ejemplos

1. Para la funcion f{x) = x, el dominio y rango son iguales al conjunto de los niimeros reales.

2. Para la funcion f(x) = x?, el dominio es igual al conjunto de los nameros reales. pero el rango
es el subconjunto de los nimeros reales no negativos.

3. Para la funcién f(x)=Vx, el dominio y rango son el subconjunto de los niimeros reales no
negativos.
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De los ejemplos, tanto el dominio como el rango de una funcién son subconjuntos del conjunto de
los niimeros reales. Ademas, el contradominio es igual al conjunto de los ntiimeros reales, por lo que
el rango es un subconjunto del contradominio. Se aclara que un conjunto es subconjunto de si mismo,
por aquello de que el dominio y/o el rango sean iguales al conjunto de los nlimeros reales.

Las traslaciones y reflexiones de una funcion, son de gran ayuda para graficar una funcion a partir
de otra, lo cual puede significar que cambie o no el dominio y/o rango de la funcién y = f(x). A con-
tinuacion, se muestran las graficas que se obtienen de la funcién y = f{(x) al considerar las diferentes
posibilidades de traslacion.

P Gyto)

(x+d,y+c)

Analiza en qué casos cambia 0 no el dominio y rango de las funciones obtenidas

Aparte de las traslaciones, existen las reflexiones de la grafica de y = f{(x) sobre el eje de las orde-
nadas y de las abscisas.

Reflexion sobre el eje de las abscisas Reflexion sobre el eje de las ordenadas
A
Y =f(x) y=fx)
(xl) y )
= - i
- - l -
x

¢Queé se puede decir del dominio y rango de las funciones que se obtienen?

Las traslaciones y reflexiones regularmente se aplican a funciones bésicas, pero también se pueden
aplicar a cualquier funcién. En la siguiente actividad aplica las traslaciones y reflexiones sobre la fun-
cion bésica indicada.
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Actividad 1.3 I

Realiza las traslaciones y reflexiones indicadas, y determina su dominio y rango.

; ; ; | 1 1
Grafica bésica: =— | 4 == - Gré ] =
rafica basica: 7(x) x Gréfica de g (x) =5 3 | Grafica de /4 (x) [x+3 + l]
3 AJ 6 Ly '
Bt ST
i S i
;3 -I2 -.I . i == 3 IF
SN REEHEE
L1
1 -+
=
T-2 <t . —r s o
il ©
13 el 1 2 3 4 35 T
Y 5
Dom f: Dom g: -~ Dom h:
Rango f: . Rango g: - Rango h:

Griafica de h(x) =- ( 1 = 3]

(x+4)
437
3
2
1
-l Il l Il L 1 1 I{
-7 6 5 -4 -3 2 -'11 1
-2
-3
Dom f: Dom g: - Dom h:
Rango f: Rango g: Rango h:

Grificade g(x) =Vx+4+2  Graficade h(x)=-(Vx—1-1)

sly 2 1Y
4 1 -
2 1 1 2 3 4 5
- i L il 1 Il IE -2
i e ll i -3
EDOP"E: : Dom h:
Rango g: - Rango h:
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Gréfica basica: f(x) = 5°

Grafica de g(x) = 52 -5

Gréfica basica: f{x) = x*

Grafica de h(x) = (572 — 5)

Grifica de g(x)=(x+ 2'~1  Grafica de h(x) = -((x — 3F' —3)

41y 4% 74 Y
3 3T 6T
2T ; 21 54
Y } o
X X
“—it Pt = e 3T
-3 -2 1 2 3 -4 -3 -2 -] 1 2
A4 5 (1 9 24
j 24 11
%
s 3+ < et :3 - é:
-1 1 2 4 5
7 : 7 1%
Dom f: E_JDom g Dom h:
Rango f: Rango g: Rango h:

Para concluir el tema de funciones, en la siguiente tabla, escribe la férmula de una funcién basica
diferente para cada caso, que al aplicarle una traslacion o reflexion, satisfaga las condiciones que se

indican.

| _ ’ Dominio Rango

| o No cambia Si cambia No cambia Si cambia

- ?Fraslacién de f)=x

‘ Reflexién de fx)=¢ -

‘ Limites y continuidad de funciones | Unidad 1




r’ Ejercicios 1.2

1. El conjunto de todos los valores en los que una funcion esta definida se llama ¥
el conjunto de las imagenes se llama de la funcion.

2. (Con qué otros nombres se le conoce al rango de una funcién? ;El rango y contradominio son
necesariamente iguales? ;Cual es la diferencia entre imagen de un valor del dominio de 'y
conjunto imagen?

3. Determina el dominio y rango de las siguientes funciones.

8) f)=x=8x+15  b)f@x)=Vx+1 ) =7 d) fx) = In(x +1)
e) f(x) =(%T +1 f) fix)=senx 2)f(x)=secx h) fix)=cscx

i) fix)=tanx ) f&x)=cotx k)f(x) = arcsen x ) f(x)=arccosx
m) f{x) = arcsec x n) f{(x) = arccsc x it) f(x) = arctan x 0) f(x) = arccot x

4. Determina el dominio y rango de las siguientes funciones representadas por las siguientes
graficas.

5. En la temporada de calor es muy comun que se ocasionen incendios por el efecto lupa, por

colillas de cigarros o producidos intencionalmente por el hombre. Al iniciar un incendio, este se
| propaga a mayor velocidad por las corrientes de aire. Al iniciarse un incendio en un momento
que no hay corrientes de aire, este se propaga en forma de circulo. Su radio se incrementa a una
razon de 0.5 metros por minuto.

a) Determina la funcién del radio r(f) de la circunferencia en funcién del tiempo.

b) Determina la funcién para calcular el area A(f) incendiada en funcion del radio de la
circunferencia.

¢) Determina el dominio y rango de la funcion 4(7).

100V + 1

] 6. El volumen de una alberca que se vacia estd dado por la funcion v(r) = S 35, donde ¢
es el tiempo de vaciado en horas y v(7) es el volumen de agua en m’.

a) Determina el dominio y rango de la funcién v(f) de acuerdo al contexto del problema.
b) (Cudl es la capacidad de la alberca y cuanto tarda en vaciarse?

7. Una fabrica tiene la capacidad para producir desde 0 a 500 celulares por dia. Si por dia, los
gastos generales ascienden a $8 000 y el costo por producir un celular es de $850. Determina una
férmula para C(x), el costo total de producir x celulares en un dia. ¢(Cual es su dominio y rango?
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WFuncién Inyectiva y funcion inversa

Como ya sabes, una funcién numérica define su dominio y en consecuencia su rango, ademas, de
que los elementos del dominio estan relacionados con los elementos del rango mediante la regla de

correpondencia y = f(x). Dicha regla de correspondencia entre el dominio y el rango puede presentar
situaciones como las siguientes:

Gréfica de f{x) =x +1 Gréfica de f(x) = x>~ 4

) =x+1
f( 5) =il =x2—4
=2 e
JE)=0 ) =-3
A0) =1 A-3)=5
f2) = _f(B) =
J& =5

Observa que en la representacion gréfica de la funcién lineal f(x) = x + 1, no hay dos elementos
del dominio que tengan una misma imagen, y en la representacién grafica de la funcion cuadrética
f(x) = x*—4, si hay pares de elementos del dominio que tienen una misma imagen. A las funciones en
las que no hay dos o0 mas elementos del dominio que tengan una misma imagen, se les llama funcio-
nes uno a uno o inyectivas. Para profundizar mas sobre el tema, puedes indagar sobre las funciones
sobreyectivas y biyectivas.

Deﬁmclén de funcién uno a uno ‘
Una funcién numérica es uno a uno si cada nimero real del rango de £ esta asociado con exacta- |
' mente un niimero real en su dominio. |

3%y f La funcion f(x) = x* es uno a uno, puedes verificarlo usando el graficador
21t / Desmos. También puedes trazar rectas horizontales sobre su representacion
t /" % grafica, y si ninguna de estas la interseca més de una vez, se dice que la fun-
_=3 ) 'K' I 2 3= cidn es uno a uno, a esto se le conoce como la prueba de la recta horizontal.

Por otra parte, vimos la reflexion de una funcién sobre el eje de las absci-
sas y sobre el eje de las ordenadas, ahora, imaginate la reflexion de la funcién
fx) =x* sobre la recta y = x.

Observa que cada punto (x, y) de f(x) = x%, se transforma en el punto (y, x)
de la representacion grafica de su reflexion.

A la reflexion de una funcién uno a uno sobre la recta y = x se le llama
inversa de f(x), y se donota como f!(x). El -1 no es un exponente, pues la
notacion representa la inversa de una funcién ynoa — 70

Defimclon de funcién inversa i

Sea f'funcién uno a uno, con dominio 4 y rango B. La inversa de 7 es la funcién /7, cuyo dominio |
es By rango A, para los cuales 5

ffx)=xparatodaxe B y  f(flx))=xparatodax e 4.

I Limites y continuidad de funciones | Unidad 1




Abhora, ;cudl es el procedimiento para determinar la ecuacion de la funcién 1nvers3a de f(x) = x*?
Hacer y = x°, luego despejar x para obtener x = \}, intercambiar x e y para obtener y = x , por tiltimo,

se red
Re

1.

efine como f7'(x) =3x .

sumiendo, para determinar la inversa de una funcién uno a uno, realiza los siguientes pasos:
Escribe y = f{(x).

2. Despeja x de esta ecuacion en términos de y para obtener x = f(y).
3. Intercambia x e y. La ecuacion resultante es la funci6n inversa, en simbolos y = £-'(x) .

Comprobemos mediante la definicién de funcién inversa, que £7I(x) = Vxes la inversa de f(x) = x°.
Observa que para esta funcion el dominio y rango tanto de f'como de /' es R.

7@ =) =05 ) =x y £ @) =) =3 =x

Por lo tanto /! es la funcién inversa de £/

Las funciones inversas tienen las siguientes propiedades:

1. Dom f~' = Rango f
2. Rango ' = Dom f
3. Lainversa de /™! es f, esto es (f)! =£.

' Ejercicios 1.3

d

.U‘:"'E*‘E‘-’:‘Q

Una funcion es uno a uno si

¢Las funciones polinomiales de grado par son uno a uno?
Una funcion tiene inversa si es
(En qué consiste la prueba de la recta horizontal?

¢Cuales de las siguientes representanciones gréficas tienen inversa?

10.

Y=

(a) / (b) 4y (c) 4y (d) 4y
X \ £ x il
\/,\/ S \“\ } AUQV /

v

\J Y  J
Determina si las siguientes funciones tienen inversa, y si la tienen, halla su ecuacién, dominio y

rango. ]
) f0)=5+6  b)fW)== 213

La funcién cuadrética f{x) = x? + 5 no es uno a uno en su dominio natural, restringelo de tal forma
que se pueda determinar la inversa.

d) f(x)=Vv2x -1 e) f(x) =16 —x?

La funcién f(x) = x* tiene inversa, y la funcién g(x) =x*+2x*+ x — 3, ;tiene inversa?
En la funcidn lineal f(x) = mx + b, ;para qué valores de m la funcién tiene inversa?

Pizzas Leo vende la pizza grande en $199 més $10 por cada aderezo. Si un cliente ordena una
pizza grande con x aderezos, el costo estd dado por la funcion f(x) = 199 + 10x. Determina /.
(Qué representa la funcion f-'?
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/| 2 L]’m |teS Propdésito

Calcula limites de funciones algebraicas y
trascendentes, aplicando métodos graficos,
numéricos o analiticos.

El concepto central en este tema, es “limite”, que se utiliza para estudiar el comportamiento de las
funciones en un punto o en el infinito. Como antecedente, para el estudio de los limites, del tema
de funciones se necesitan los conceptos de dominio y rango de una funcion, asi como, graficar y ex-
plorar su comportamiento. De Matemdticas 1, las operaciones con polinomios, la factorizacion y la
simplificacion de fracciones algebraicas. De Matemditicas I1, la racionalizacién de denominadores. De
Matemadticas I1I, las funciones e identidades trigonométricas. Y de Matemdticas IV, las operaciones y
composicion de funciones.

Recuerda que en el tema de las funciones, para determinar el valor de la imagen £{(x) solo se necesi-
ta tener el valor x del dominio de la funcién. Pero, ;qué pasa si la representacion gréafica de la funcion
tiene agujeros o saltos? ;Qué pasa si la funcion crece o decrece al infinito u oscila constantemente?
$Qué pasa si la funcion no estéd definida en un valor x en particular? ;Qué significa “indefinido™ para
diferentes funciones en diferentes puntos? Para describir el comportamiento de las funciones y espe-
cialmente para las que presentan este tipo de casos en determinados valores de x, es que se utiliza el
concepto de limite.

Los graficadores como: Desmos, Geogebra, WolframAlpha y Mathematics, permiten visualizar una
funcion para explorar su comportamiento, a través de graficas o tablas de valores. Sin embargo, hay
casos en los que se debe tabular y graficar una funcién a lapiz y papel. Lo mismo aplica para los mo-
tores de calculo como Mathway, MathMal, Photomath y WolframAlpha, en los que se pueden realizar
céalculos algebraicos.

AFERN, Definicion de limite
En la vida cotidiana expresamos frases como estamos al limite de nuestra fuerza o estoy llegando al

limite de mi paciencia, y expresiones como estas reflejan que estamos acercandonos al final de algo.
Ahora, veamos en términos matematicos el concepto de limite.

El ser humano depende del suministro de compuestos quimicos (medicamentos) para curar, preve-
nir o controlar enfermedades. Los medicamentos de alguna u otra forma llegan al torrente sanguineo,
una vez ahi, se distribuyen en el organismo mediante el proceso LADME, que consta de la liberacion,
absorcion, distribucion, metabolismo y excrecion.

& . . t
En el caso particular de un deportista, es impor- 50 !!ﬂ)
tante conocer el tiempo que tarda el organismo en
desechar un farmaco, y qué cantidad de este per- 407
manece en el torrente sanguineo o en la orina. Esto 4 301
como consecuencia de que en una justa deportiva, &
: & B 201
constantemente debe realizarse pruebas antidoping. =
101
Suponga que a través de la funcién £(f) = %Oil,
parat>1,se p?uj:de estimar la concentracion en nano- | 20 40 60 80100120 140 160 180 ¢
gramos por mililitros (ng/mL) de tetrahidrocannabi- horas
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nol en la orina, ¢ horas después de haber sido tomado. En la grafica se observa que, al pasar el tiempo,
la concentracion del farmaco en la orina tiende a cero, debido al proceso natural del cuerpo para
desecharlo.

Continuando con el ejemplo del deportista, si en una situacion debe decidir si toma o no el farmaco
en un momento dado, debido a que en una semana se hard la prueba antidoping de orina. Es decir, la
muestra de orina la debe recolectar antes de que se cumplan las 168 horas, de hacerlo después, no le
vale el resultado debido a las normas con las que se rigen los deportistas. Infiere que deberia recolectar
la muestra lo més préximo a las 168 horas, y asi, la concentracion del farmaco seria la menor posible.

Estudios anteriores refieren un comportamiento de este farmaco por lo que hace dos tablas para
acercarse a las 168 horas por la izquierda (inicia a las 167 horas con 58 minutos) y por la derecha (inicia
a las 168 horas con 2 minutos). Para facilitar los c4lculos, los minutos los convierte a décimas de hora.

Al aproximarse a las 168

Al aproximarse a las 168

horas por la izquierda s0ik o) horas por la derecha
! 0) t S0
167.97 059532 o 168.03 0.59511

=
167.98 0.595288 | £ 301

167.99 0.595252 Eh 2011
167.999 0.595221 10+

168.02 0.595146
168.01 0.595182
168.001 0.595213

167.9999 0.5952174 e 168.0001 0.5952167
167.99999 |  0.59521704 f 30 60 90 120 168180 ¢ 168.00001 |  0.59521697
167.999999 | 0.595217009 horas 168.000001| 0.595217003
La concentracion del farmaco en la orina La concentracion del farmaco en la orina
es de 0.595217 ng/mL es de 0.595217 ng/mL

Los valores a los que se aproxima la concentracién del formaco en la orina, cuando el nimero de
horas transcurridas se aproxima a 168 horas por la izquierda y por la derecha, se les conoce como li-
mites laterales.

Al ver el comportamiento de los valores en las tablas, el deportista se da cuenta de que por més que
se aproxime a las 168 horas, tanto por la izquierda como por la derecha, la concentracién de tetrahidro-
cannabinol en la orina se aproxima a 0.595217 ng/mL. Por otra parte, el equipo clinico con el que se
realizan las pruebas aproxima hasta dos decimales (centésimas). Si quiere obtener un resultado menor
a 0.6 ng/mL, ;debe o no tomar el farmaco? ipor qué?

El ejemplo anterior es un antecedente para la nocién intuitiva de limite. Recuerda que, cuando 7 se
acerca a las 168 horas por la izquierda y por la derecha, el valor de la concentracion de tetrahidrocan-
nabinol en la orina es de 0.595217 ng/mL, que en términos matematicos se refiere a que “el limite de
() cuando ¢ se aproxima a 168, es 0.595217” y se denota

lim % L
1682 1 ] 0.5952171.

Para comprender la importancia del limite, a continuacion se presentan tres ejemplos en un contexto
matematico, mediante los cuales se dara un mayor sentido a la nocién intuitiva de limite.
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Ejemplo 1

En la funcién f(x)=- % + 1, si x se aproxima por la izquierda J
y por la derecha a -2. ;a qué valor se aproxima f(x)?
x f(x) x fx)
-2.1 2.05 -1.9 1.95
-2.01 2.005 -1.99 1.995
-2.001 2.0005 -1.999 1.9995
-2.0001 |2.00005 -1.9999 1 1.99995
-2.00001 |2.0000005 -1.99999 |1.999995

v

Cuando x se aproxima a
-2 por la derecha, f(x) se
aproxima a 2.

Cuando x se aproxima a
-2 por la izquierda, f(x)
se aproxima a 2.

Cuando x se aproxima a -2, f(x)
se aproxima a 2.

=
=4
o
]

o
-

Cuando x se aproxima a -2 tanto por la izquierda como por la derecha, el valor al que se aproxima
Jf(x) coincide con el valor de la funcién f(-2) = 2.

2.

x—=2

| Es decir, el limite de f{x) cuando x se aproxima a -2 , es 2. Y se denota como lim [- % + IJ

Ejemplo 2

- =L S : -
En la funcién g(x)=-X =X _XT < 4 x se aproxima por la izquierda

x—2

y por la derecha a 2, ;a qué valor se aproxima g(x)?

Cuando x se aproxima a
2 por la izquierda, g(x)

¥

se aproxima a -3.

Cuando x se aproxima a 2, g(x)

se aproxima a -3.

v

X 2(x) X g(x)
1.9 -2.61 N 2.1 3.41
1.99 -2.9601 3 2.01 -3.0401
1.999 -2.996001 2.001 -3.004001
19999  |-2.99960001 2.0001 |-3.00040001
1.99999  |-2.9999600001 2.00001 |-3.0000400001

v

Cuando x se aproxima a
2 por la derecha, g(x)
se aproxima a -3.

En este ejemplo, g(2) no esta definida (tiene un hueco en x = 2), sin embargo, cuando x se aproxima a
2 tanto por la izquierda como por la derecha, g(x) se aproximaa -3. Es decir, el limite de g(x) cuando
X se aproxima a 2, es -3.

Y se denota como lim

x=2

3__2x2_ =5
2(_x—u)=-3_

Limites y continuidad de funciones | Unidad 1



Ejemplo 3 _ - ]
‘ En la funcion h(x) '—':\_({;_'\E;:} J;I: ;_; ¥y si x se aproxima J
por la izquierda y por la derecha a 1, ja qué valor se aproxima h(x)?
5 h(x)
0.9 0.999
0.99 0.999999

0.999 0.999999999
0.9999  10.999999999999

x h(x)
L1 2.271
101 |2.029701
1.001  |2.002997001
1.0001 |2.000299970001

\J \/
Cuando x se aproxima Cuando x se aproxima a 1, Cuando x se aproxima
a | por la izquierda, A(x) h(x) no se aproxima a | por la derecha, (x)
se aproxima a 1. a ningtin valor. se aproxima a 2.

En este ejemplo, A(1) no esta definida (tiene un salto finito en x = 1), ademas, cuando x se aproxima
a 1 tanto por la izquierda como por la derecha, /(x) no se aproxima a un mismo valor.

Se presentaron tres ejemplos de funciones en las que x se aproxima a un valor dado, pero, jen cudles
situaciones la funcion se aproxima a un mismo valor?

(En cual no? (Por qué?

En los tres ejemplos, x puede aproximarse por la izquierda y por la derecha a ¢. Ahora, si flc) esta
definida como en el ejemplo 1, es obvio que f(x) se aproxima a f(c). Y si la funcién no esta definida en
x =c, es decir, la representacion grafica tiene un hueco o un salto finito (ver ejemplo 2 y 3, el caso de
los saltos infinitos lo veremos mas adelante), entonces, a qué valor se aproxima la funcién?

Es aqui donde el limite toma relevancia para estudiar la variacion de la funcién en puntos donde no
estd definida o en los que no se sabe con exactitud hacia que valor se aproxima. Con este antecedente,
se tienen las condiciones para establecer la nocion intuitiva de limite.

. Si f{x) se hace arbitrariamente proximo al niimero Z al tomar x suficientemente cerca de c, pero
' diferente a este, tanto por la izquierda como por la derecha de ¢, entonces el limite de f{x) cuando
| xseaproximaacesL.

; Su notacion es: 1331 fx)=L

i Se lee “’f(x) se aproxima a L cuando x se aproxima a ¢”

.,'. Ejercicios 1.4

O 1. Siel Li_r’rclf(x) = L, significa que f(x) L cuando x c.

2. Sif(x) se aproxima a L cuando x se aproxima tanto por la izquierda como por la derecha a c,
;implica que f(c) = L?

3. Sial aproximarse x a c por la izquierda, f(x) se aproxima a L, y al aproximarse x a ¢ por
la derecha, f(x) se aproxima a M, ;qué se puede decir sobre lim f(x)?

4. (Cuando cobra importancia el célculo del limite en un punto de una funcién?
Calculo | « Calculo diferencial por competencias




malculo de limites por medio de métodos graficos y numericos

Al calcular el limite de una funcién f{x) cuando x—-c, puede Ay
que este exista o no, mas alin, el limite puede existir y la f(x) y=fx)
funcion no estar definida en c. Por lo que, para explorar el J
comportamiento de la funcion en el limite, en esta seccion se
hard mediante métodos graficos y numéricos, aplicando los def===mie
limites laterales (aproximarse por la izquierda y por la dere-
cha). Se aclara que, hay casos en los que s6lo existe uno de )
los limites laterales, por ejemplo, si se trata del limite de una L ; =
funcion cuando x crece indefinidamente, es decir x—+o0 . i s %
Si los limites laterales L y M son iguales, =
es decir. F3
Limite ! i Limite E S
por la izquierda lim f(x) = lim f(x) por la derecha
s = lim fey=M | F=
' entonces el limite existe TP =
lim f(x)=L
e =

La existencia del lfmite implica unicidad, es decir, si el limite lim f(x) existe, es iinico (su demos-

tracion requiere de la definicion formal de limite, por lo que se deja para cursos avanzados de calculo).
Por otra parte, en la nocion intuitiva de limite, f{c) no necesita estar definida para que el limite exista,
es suficiente con que f{x) este definida para un valor x cerca de c. Es decir, el limite esta asociado con
el comportamiento de la funcion cuando x esta cerca de ¢, pero no necesariamente en c. Para aclarar lo
anterior, realiza las siguientes actividades.

-

Actividad 1.4 \

Situacion 1. Cuando x se aproxima a c, si los limites laterales son iguales el limite de f{x) existe, esté
o no definida f{c).

faf? s dul? feol”

M s ¥ =1)

1
1
1
1
1
|

/| x —ce—x

f{c) no esta definida f{c) esta definida flc) esta definida. Los
Los limites laterales son iguales Los limites laterales son iguales  limites laterales son iguales
El limite existe y es L El limite existe y es L El limite existe y es L
fle)#L o)=L

‘ Limites y continuidad de funciones | Unidad 1



La funcion f(x) =

X fx)

-1.1

-1.01
-1.001
-1.0001
-1.00001
| i m flx) =

19

1.99
1.999
1.9999
1.99999

\

li m glx) =

h(e).

-

Actividad 1.5 I

esté o no definida f(c).

Abhora calcula el limite de g(x) = { Fo =

Como conclusion, si los limites laterales son

x2
x+1

lim f(x) =

X322

1, x=2
y

-l L
T T

4320 l ]

lim g(x) =

no estd definida para x = -1, calcula el lil_n[f(x).

X flx)

-0.9

-0.99

-0.999

-0.9999

-0.99999

\/
lim f(x) =

, cuando x — 2.

2|

2.01

2.001

2.0001

2.00001

el limite lim A(x)

\/
lim g(x) =

Situacién 2. Cuando x se aproxima a c, si los limites laterales son diferentes el limite de f(x) no existe,

esté o no

El limite no existe

El limite no existe

Calculo | « Calculo diferencial por competencias |

S (X)'f Y Footy faty
ﬂt- .......... % ﬂt .......... o~ »=/0) At« ___________ = y=/0)
| . I

&) § f&) :‘ L [ i <

X g C o X X X =3 C = X x X 3 C = X x
) no esta definida Mc) esta definida [c) esta definida
Los limites laterales son Los limites laterales son Los limites laterales son
diferentes diferentes diferentes

El limite no existe

=
—
@
2
c
=




L peplun

X h(x)

3.9

3.99

3:.999

3.9999

3.99999

v

lim A(x) -

x f&)
-3.1
-3.01
-3.001
-3.0001
-3.00001

\ /
“Pl fe) =

g(c).

-

Actividad 1.6 |

Jky

Como conclusion, si los limites laterales son

X
Calcula el lim /(x) de la funcién h(x) = {5— L
B =8+ 11,x>4

x <4

_6f lim A(x) =

(x+4y—5, x<-3

Calcula el }_i_p}: f(x) de la funcién f(x) = {-(x +3P+4, x>-3

i x=-3

il I -

8-6-4-2,]\2 4

-4
/ 2
-8

lim fx) =

1. Encel caso de que solo existe el limite por la izquierda.

x h(x)

4.1

4.01
4.001
4.0001
4.00001

\J
.“ m h(x) =

X &)

-2.9

-2.99

-2.999

-2.9999

-2.99999

, el lim g(x) no

\/
lim 7 (x) =

esté o no

Situacién 3. Cuando en la proximidad a un punto solo existe uno de los limites laterales de la funcion
(mas adelante se ve el caso de las asintotas). En esta situacién hay dos casos:

| Limites y continuidad de funciones | Unidad 1

X X=>Cc x T=>c x
) no esta definida [e) esta definida [c) estd definida
El limite por la izquierda es L El limite por la izquierda es L El limite por la izquierda es L
El limite no existe El limite no existe El limite no existe



1
Calcula el lim A(x) si h(x) = == 2 para0<x<S5,

Calcula el lim g(x) si g(x) = -2, para x> -3.

Como conclusion, si solo

g(c).

el limite por la derecha, el lim g(x) no

De la situacion 3, se puede concluir que, si solo

, entonces el limite

3 A ¥y X g(x)
| -2.9
Al -2.99
X
S e oS -2.999
4.3 2 -1_1__ 1234 -2.9999
- 2 > -2.99999
34 v
v lim gx)=

= ) iSe puede calcular el \lilll_ h(x)?
4.99
4.999 ;Por qué?
4.9999
4.99999 = . el [
4.099990 in consecuencia, ;existe e
lim A(x)?
' X
| im h(x)=
Como conclusion, si solo el limite por la izquierda, el lim A(x) no esté o no
h(e).
2. En el caso de que solo existe el limite por la derecha.
Ay Ay 4y
fx) y=£x) 1) « V=) Jx) y=fx)
e et M- M=o f\
| ! 1
| = 1 - : >
C—x x C=x x c—x x
fle) no esta definida fc) esta definida Ae) esta definida
El limite por la derecha es M El limite por la derecha es M El limite por la derecha es M
El limite no existe El limite no existe

El limite no existe

(Se puede calcular el lim g(x)?

,Por qué?
En consecuencia, jexiste el
lim g(x)?

esté o0 no

uno de los limites

Calculo | « Calculo diferencial por competencias ‘
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P
O.

Ejercicios

1.5

e

Siel QE} f(x) L, entonces el lim f(x) lim f(x).
Siel lim f(x) lim f(x), entonces el lim f(x) L

Sisolo existe uno de los limites laterales, entonces el lim f(x)

Si f{(x) presenta un salto finito en x = ¢, entonces el lim 7(x)

Si f(x) presenta un hueco en x = ¢, entonces el lim f(x)

(Siel lim f(x) = L implica que f{c) esta definida? ;Si f(c) est4 definida implica
que el lim /' (x) = L?

Sea g una funcién definida por g(x) = 1, para x = 3, calcula lim g(x) si es que existe.
Traza la grafica que represente a una funcion que satisfaga las siguientes condiciones:
a) lim fix)=2; lim L f)==2; A1)=2

b) 11m h(x)=4; h( -2) = 6; I1m h(x) no exista; h(0) = 1; lirﬁl_ h(x)=-3;lim h(x)
‘no ex1sta o e

A partir de la siguiente grafica que representa a f(x), si existe, determina:
) lim / (x) v

i 19 : "
c) lini f() .
& fim 79 E\./ -‘.57\=”.1

e)hmf(x) =7 <6 =5 =4 3-2-1&1234‘@678
Dado el grafico de g(x), si existe, determina: y

a) lim g(x) .

b) lim g(x) 7

9 lim £6) N2 /&\,
i, 509 EEEPEEERIIEEERR R
Dado el gréfico de la funcién A(x), si existe, determine los siguientes limites:

a) lim  h(x)
B lim (o)
c) lim h(x)
d) 11m h(x)

=1t

4-32-11 123456

Usa una tabla de valores para estimar los siguientes limites, si existen. Luego usa
un graficador para confirmar los resultados.

a) lim 2% =3 b) lim—2=2 _ & =4
=9 x—=9 =1 x2+2x-3 =2 x—2

d) lim-< &) Iim E0E f) limxInx
x—0 X x—-n x x—0

| Limites y continuidad de funciones | Unidad 1



x2—4x—5 . x+3 w 1. X—tanx . . l—cosx
D W Mgt 2=
In x _ 6Nx=2
ol - = Y Ec'-‘ﬁ‘(xl 9 xl—q]

El célculo del limite de una funcion en un punto, mediante la representacion gréfica y tablas de valores
para observar su comportamiento cerca de dicho punto, son herramientas visuales que en ocasiones
pueden no dar evidencia clara del comportamiento de la funcion en las cercanias del punto.

) T
Veamos el caso del i_nq sen (?]

Limite por la izquierda / n /\ Limite por la derecha
%
x fx) o5 5 x J&)
-0.0079 -0.966778 / j 0.0079 0.966778

-0.00885 -0.017748 el 0.00885 0.017748
~0.0000004 | -0.0000000001 0.0000004 | 0.0000000001
v v
9 ;’i i 9
Se infiere que el !i'l] sen (_:_) =0 . Se infiere que ,lf‘.’.‘.}- sen (%) =9

==

lim sen [E) 0
= T— X

Es este caso, la representacién gréafica no da informacién contundente sobre el comportamiento de

f(x)=sen [%] cuando x—0.

Respecto a las tablas de valores, segiin se elija x cerca de 0, este puede engariar sobre el compor-
tamiento de f(x) = sen [%] cuando x—0, como se muestra en las tablas, por lo que se sugiere usar un

graficador y aplicar la herramienta zoom. Esto nos lleva a tener cuidado en la eleccién de los valores
de x cerca de 0, porque se puede cometer algiin error. Para evitar lo anterior se recomienda calcular el
limite con métodos analiticos.

Para el célculo del limite de una funcién en un punto mediante métodos analiticos, se usan propie-
dades que se aplican tanto para las funciones algebraicas como trascendentes, asi como estrategias

; . — 0 o -
definidas cuando se presentan indeterminaciones como — ,— (no representan un valor numeérico).
- - - . m - . -
Para el uso de dichas propiedades, las funciones deben satisfacer las condiciones que se mencionan a
continuacion.

Calculo | « Célculo diferencial por competencias ‘
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Propiedades de los limites 3 g |

' Sean » un entero positivo, k una constante real y /'y g funciones que tengan limite en el nimero |
real ¢, entonces:

1. LLrgk=k :

_ 2. 1i_r3x=c;

3. lim b @)= lim £9):

4 lm )+ g1 lim /) £ lm £
5. 1im 1709 £ 091 = im /(3) - lim £ )

| 6. lim

| X=(

[f(x) ] _ lim/f(x) ,

e lim g () ° siempre que limg(x)#0 ;

’ i‘
7 ey = tim feo] |
8. lim Nf (x) = Ll_i.{." f(x), siempre que lim /' (x) > 0 cuando 7 sea par. |

Antes de aplicar las propiedades anteriores, se debe tener en cuenta el siguiente resumen de los tipos
comunes del comportam iento de f(x) asociados a la no exmtenma del I:m f(x).

;Tlpos de comportamlentos de f(x) asocnados alano exnstencla del lnn £ (x) i

Si f(x) se aproxima a un nimero diferente 3. Sif{x) oscila entre dos valores fijos cuando
cuando x—¢, del que cuando x—-c"'. x—c. i

Jx)

Sx)

X =3 C <= X x X =P C €—x

2. Si no hay valores proximos a ¢ por la 4. Sif{(x) crece o decrece sin limite a medida

izquierda y/o derecha. que x—c.
A
' J),
| 1
L 1
c X w3 C <= X |

Algunos limites se calculan por sustitucién directa, sin embargo, hay otros que requieren de técni-
cas o artificios algebraicos como factorizacion, racionalizacion o multiplicacién por 1 (multiplicar
una expresion por otra conveniente equivalente a 1, para simplificar una expresion).

| Limites y continuidad de funciones | Unidad 1



Calculo de limites por sustitucion directa el

Este método consiste en aplicar directamente las propieda- fle)=L-
des de los limites para calcular [__il]l] f(x), siempre y cuando

J(x) no presente irregularidades en ¢ asociados a la no exis- f&) "
tencia del limite. 4

En los siguientes ejemplos se aplican las propiedades de los limites. En el ejemplo 4 se justifica
cada paso con dichas propiedades, y para los ejemplos del 5 al 8 se obvian para calcularlo directamente
evaluando f{c), por Gltimo, se simplifica el resultado.

Calcula el lim (x* + 2x —1).
Resolucion: i

—
' Propiedad de suma y resta lim G2+ 2%~ 1) = lim * + lim 2x — lim 1 2
K—= — r— — -
Propiedad del miltiplo = lim x* + 2 lim x — lim 1 £
r—+]| 2 y—+| =} :
Propiedad de la potencia = [ll_i m x) +2 Il_n|1 x— Iin_ll 1
‘ Propiedad de una constante = (lim x.]z +2limx—1
x—al vl
. Propiedad de sustitucién directa =1 +2(1)-1
LSimpliﬁca =2

Calcula el ||m, sen x-cos Xx. Calcula el lm} \j—‘\!—_—-—
r— /2 L T— A
Resolucion: A

| Resolucion:
Vet VA+20
W

: I8 T i
lim sen x - cos x = sen (1_] - COS (T] =0 lim
w— 2 2 ’ ¥ 4

Ejemplo 7 Ejemplo 8

| 2 . 2 . ;
Calcula el lim = l o ‘J ; Calcula el lim (log x + ¢). q

Resolucion: I Resolucion:
lim x __22__:1 | l_in} (logx+e)=logl+e'=¢
r—2 X+ 2 2+ 2 T—

(f Ejercicios 1.6

Od

1. Calcula los siguientes limites por sustitucion directa.

. X2+ 5x + . x=9
a) lim (4x2 + 2x +%J b) Jin_ls\l'-l —-Xx c) lirnl—x—_x]—3 d) llrr(ij xx_4

} x—=12

; . e +2
) lim V57 107+ 9 t)lim(s—z)(%+l) Qlim@4-nBO—r  h)lim*

§—2 2 w—o W—1
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cos’x R . 3x+1

i , 14V
ch o R L k) i o—— ) lim (51+4)

' i (3 i e l ( : T
m)lll_*rr_ll(s + 2x) n) 11_{:3( nr+r) n)_;_l.lﬂs e e 0) lim » =55

Céalculo de limites indeterminados de la forma _8--

El célculo del lim f(x) por sustitucién directa es facil de implementar,

asi que apliquémoslo una vez mds para calcular el limite cuando x—2
iy x—4
de la funcioén f(x) = F

. oxX2—4 224 9
lim = =—

2 x—=2 2=2 0 Dom f=R- {2}

;Qué significa %? No representa ningiin valor y se le conoce como una indeterminacion. ;Por

qué indeterminacion? Viéndolo desde las operaciones de la aritmética, se puede dar respuesta de la
siguiente manera:

¢Qué numero multiplicado por cero es igual a cero? En simbolos (0)( )= 0.

Todo numero real satisface dicha condicién, por lo que hay una infinidad de nimeros, por eso se le
llama indeterminacién. Ahora, cuando se presente una indeterminacién en el calculo de un limite, se
sugiere implementar la siguiente estrategia.

Estrategia para calcular limites indeterminados de Ia forma-J-

1. Si la sustitucion directa falla, contintia con el siguiente paso;

2. Prueba por factorizacion algebraica, para ello observa factores comunes que se puedan cancelar,
para obtener una funcién equivalente (con el dominio restringido de la funcién original) y luego
usar sustitucion directa;

3. Racionaliza la funcién multiplicando y dividiendo por el conjugado de la expresion a cancelar,
para obtener una funcién equivalente (con el dominio restringido de la funcién original) y luego
usar sustitucion directa;

4. Si hay funciones trigonométricas, usa identidades o multiplica por una expresién equivalente a
| para cambiar la funcién a otra equivalente con el dominio restringido de la funcién original y
luego usar sustitucion directa;

5. Si las técnicas anteriores fallan, prueba con métodos graficos y numéricos.

Calculo de limites por factorizacion

Una vez comprobado que falla la sustitucién directa en el calculo del lim f{x), de acuerdo con la
estrategia para calcular limites indeterminados de la forma %, una opcion es factorizar el numerador
y/o denominador de f(x), luego, identificar los factores que son ceros (factores que al evaluarlos en
x = ¢ se hacen cero), y por tltimo, simplificar y obtener el limite.

Limites y continuidad de funciones | Unidad 1



Calcula el lim -'%__‘J. . J

| =
Resolucion: =

Aplicar sustitucién directa 2—4 5
f® =77 4

oo P4 2.4 0 T ;

w2 =2 2-2 0 Conpe~

Aplicar factorizacion para cancelar la indeterminacién

Factorizar diferencia de
cuadrados x — 2 es un factor cero porque 2 —

(]
Il

v v
X2 —4 (x+2)(r=2)
x—2 T2

= lim
k—+2

lim

rd
Y=L

:Ilim‘ (x+2)=2+2=4

¥

x — 2 es un factor cero porque 2 —2 =10

En el ejemplo 9, mediante el proceso de factorizacién y simplificacién se llega a que la funcién

xt—4

fx)= e % + 2 con Dom f= R — {2}. A continuacién se muestra el efecto de la factorizacién

en el calculo del limite.

Por sustitucion directa Aplicando factorizacién

Bl

a4

Jfx)= 0 gx)y=x+2
“".‘f(x)=% lim g(x) =4
Domf=R— {2} Domvg=R—{2}

o “leda gy g can eq\}iﬁ’f“-“-@@i'/

Si realizas las graficas de /'y g, observa que las representaciones gréficas son equivalentes salvo en
¢l punto (2, 4). Para que [y g sean equivalentes, g se restringe al dominio de f; y asi se tiene la igualdad
J(x)=x+2 con Dom f=R— {2}, la cual no presenta una indeterminacién en x = 2, solo no esté defini-
da, pero eso no afecta el calculo del limite, por lo que se puede calcular el limite por sustitucién directa.

En resumen, al aplicar un método algebraico, se obtiene una funcion equivalente salvo en un punto,
a la que se le pueda calcular el limite por sustitucién directa.

Calculo | « Calculo diferencial por competencias ‘
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Ejemplo 10 Calcula el lim "E;' X, J
Fx)=

er SR
Resolucion: T
Aplicar sustitucion directa
£ Dom f: R - {-3)

] 3+x_ 3+(3) 0
M7+ 27+@37° 0

Aplicar factorizacion para cancelar la indeterminacion

3 + x es un factor cero porque 3 + (-3) = 0

A
o | 1 L

o Ak =
e o B 0=+ T R ) )

Factorizar suma de cubos
3 + x es un factor cero porque 3 + (-3) =0

je 1
Ejemplo 11 Calcul

F+x—4 t+x-4
v—-43 3%+ 10x + 8§ ¢ f= 322+ 10x + 8
Resolucion:

Dom f R~ {-2, -4/3}

Aplicar sustitucién directa 5
3 -f-] +(»i 4
i 3F+x-4 3 3 0
3 10x+8 [ 4\ 4 0
= | o>

Aplicar factorizacion para cancelar la indeterminacion

3x + 4 es un factor cero porque 3[ - % ]+ 4=0

Factorizar trinomio :
v v o
| l e TEA L GG = lim L 2
m = W e L L I
| 403 2 +*10 x+8 —tn N(ﬁ?_) y e 4
I i A 3
' Factorizar trinomio , 4)
3x + 4 es un factor cero porque 3 {- :]+ 4=0
i
e e (1)1
Ejemplo 12 Caleula el |‘ii¥'¢lv fx)= 3
R ion: ; :
esolucién Dom £ R— {0}

: AP : +1P -1 (0+1)°-1 0
Aplicar sustitucion directa lim @ x) X {}) -5

Desarrollar y factorizar
1P =1=x+3+3x+1-1=x+32+3x=x(? +3x+3)
Cancelar la indeterminacién

+1)2 -1 N (0 + 3x +
Ii|_1|1| (_x_lx)_= Iim£¥1 = lim **+3x+3)=(0)P+3(0)+3=3

432 -1

v—li

| Limites y continuidad de funciones | Unidad 1



Completa las siguientes actividades.

oy

Actividad 1.7 |

Calcula el lim X418
N x—3
Resolucion:

Aplicar sustitucion directa
. x*+3x-18
lim——————=
=3 x-3
Aplicar factorizacion para cancelar la indeterminacion

a8

lim
x-3

-

Actividad 1.8 |

Calculael lim XX =%
x—{) x

Resolucion:

Aplicar sustitucion directa
. Xt =%

lim————=
v—=()

Aplicar factorizacion para cancelar la indeterminacién

. X xr-x
[im——=
%

-

Actividad 1.9 \

Calculael lim 2903"‘5?-‘-2—1235‘“5.
K= X -

Resolucion:

Aplicar sustitucién directa

2x3+5x2—2x—5=
x—1

lim
v— ]

Aplicar factorizacion para cancelar la indeterminacion

I o i i .
lim -
v— | x—1

Calculo | + Calculo diferencial por competencias ‘

fe=Etr=x
Dom f: R— {0}

2x3 4+ 5x2—2x—5

e
Dom f: R — {1}

& 3
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Actividad 1.10|

Calcula el hm X+ax+4
x2—4

Resolucion:

Aplicar sustitucion directa

i ¥ +4x+4
L g
Aplicar factorizacion para cancelar la indeterminacion

i X+4x+4
e P-4

il

Actividad 1.11 l

2
Calculael lim €95 X |
rdsen (x)—1

Resolucion:

Aplicar sustitucion directa:
cos? x

sen (-1

Identidad trigonométrica: cos?x =1 —sen? x

Ilm

Aplicar factorizacion para cancelar la indeterminacion
2
cos

r' Ejercicios 1.7

¥ +4x+4

f(x)—T

Dom fi R—{-2,2)

cos® x
sen (x) —1

Jx)=

Dominio:
R—{x:x#(1+4kmn2y
x#-(3+2k)m/2,

k entero no negativo}

O."‘

. =1 . s2—5s—14 P+ 4r—32
VEFT DMTFT Ymeees
P£-2t+1 52— . x=27
o b l;-| =1 f)lql—l}zs—55+6 g)}rl_rg x=3
o P tan x
) m 52 4s ) l.'!—»nl;l # k)xl—l-—'n' sen x
. cos’x+2cosx+]1 X*+xr+x+x2+x-5
m)lim n) lim
X7 cosx+1 x—1 x—1
" H—16 -4 . [(s*=16) s*+s5—6
_l’_
| O)hm(rz 4 r—Z) p)ll—r.g[sz—4](sz+7s+10)

| Limites y continuidad de funciones | Unidad 1

I. Calcula los siguientes limites si existen, y verifica el resultado en la representacion grafica.

o XV DR8
d)ll.n_]z x+2
8x+12

h)rLﬂ 64x* — 144

cotx
I) lim
x— 512 COS X

I 4+ -2lx—45
B M S T+ 15 %9

o 443
);—am 42 -1



Calculo de limites por racionalizacion

Una vez comprobado que falla la sustitucién directa al calcular el lim f(x), de acuerdo con la estrate-
gia para calcular limites indeterminados de la forma - 51 hay radicales presentes, multiplicar por
una expresion equivalente 1 a conveniencia, identificar los factores que son ceros (factores que al
evaluarlos en x = ¢ se hacen cero), simplificar y obtener el limite.

¢Qué significa multiplicar por 1 a conveniencia para racionalizar? Implica tres aspectos:

I. EI'1 se puede expresar como el cociente de dos niimeros o expresiones algebraicas iguales
diferentes de cero, por ejemplo:

=gl =841 R 2
g i e W ey parax #-1, _\-_\- % para x #

2. Al multiplicar cualquier cantidad o expresion algebraica por 1, resulta la misma cantidad o
expresion algebraica (ver propiedad del elemento neutro multiplicativo de los niimeros reales),
por ejemplo:

=50, (-Fjo=-3 @n-2e (o= L crmm=s+i

3. Para racionalizar el numerador o denominador de una expresion algebraica, se multiplica por un
1 a conveniencia.

Racionalizar el numerador
E+5 :[GH]U):[Eﬁ]\I-s D - S
Vx-25 |¥x—25 Vx—25 =25 (Vx-5) Vx-5

En este ejemplo,\x — 5 es el conjugado de \x + 5 y al multiplicarlos se aplica el producto de dos
binomios conjugados (a + b) (a — b) = a* — b~

x>0y x#F25,

Nx— 5

Racionalizar el denominador
2x VX 2% Vx
) | — —
i [h]( )= ['_x][\\] X 2Vx , parax > 0.

A continuaci6n se aplica la multiplicacion por 1 a conveniencia al calculo de limites.

=

Calcula el lim Nx-1 ; ¢ \’_ 1
iy —
Dom f:[0,1) U (1, +0)

1

‘ Resolucion:

Aplicar sustitucion directa

Vx—-1 -

lim ==

x—1 ]:=]

(=] R

Aplicar la multiplicacion por 1 para cancelar la indeterminacion

= lim =—
-1 Vx + 1

=D (Vx+1) l*\l_+1 Vi+1 2

im Vx—1 =]..-"'L‘[\E_]][\:" I]:'E'I‘ el 11

Calculo | « Calculo diferencial por competencias |



=
2.
o
o

o
st

. ¥=0
m Calcula el lim ~—i. f(x)_\f;—B

y—sl) -

F nog }
Resolucion: Dom f: [0, 9) U (9, +=)

| Aplicar sustitucion directa
x—9 9-9

0
lim = =—
=9 Yx—3 ¥9-3 0

Aplicar la multiplicacion por 1 para cancelar la indeterminacion

24 6 81012

x—9 x=9 |(Vx+3)_ . T~ (x+3)
lim T 3 III_[‘IJ![‘\J_ 3][ ]—Im] =y —|l|1]('\[_+3) Vo+3=6

r—0)

Bjeniplo 1o Calcula el lim 1=Yx*1 \i:r g I-J
Resolucion: e
f@)=—"""
lim 1—vVx+1 l—\l'0+1 " Dom f: [-1, 0) U (0, +)
r—() {} 0

Aplicar sustitucion directa

Aplicar la multiplicacion por 1 para cancelar la indeterminacién

«le [I-F‘](H\\ w) 1-(x+1)

Iim = lin im————
| x Ji+Vael

s (1 +VE 1)

-1 -1 1
= lim = lim = =-—
=~ \(1+w‘x+ 1) “01+¥x+1 1+v0+1 2

=

Ejemplo 16

—_T Y
Calcula el lim ==,
x—2 Vx + 2 L

Un ejemplo que te puede engafiar si no exploras el dominio de la

funcion o su representacion grafica. _ x+2
y TOES
Resolucién: 4

Dom f: (-2, +w)
Aplicar sustitucion directa

~iVxt2 2+2 0
Aplicar la multiplicacién por 1 para cancelar la indeterminacion
lim x+2 _ lim x+2 \(\ﬁ_l
N M Rrre ) s

-2 X

= b | -‘H -+
= lim %ﬁc—z =limVx+2=v-2+2=0

‘ Limites y continuidad de funciones | Unidad 1



Observa la gréfica y el dominio de 7, jno hay valores para aproximarse a -2 por la izquierda! Por lo

. X+t . . — e N2 ;
ueel lim no existe. Solo existe el lim , por lo tanto el lim no existe. Como
q y—wad pos—3t fx + 2 X A ﬂx +

vx+2

consecuencia de lo anterior, antes de calcular un limite, es recomendable explorar el dominio y la
representacion grafica de la funcion.

Ahora, en los ejemplos vistos, aplicar la multiplicacién por 1 a conveniencia al igual que la fac-
torizacion, sirve para cancelar factores que ocasionan la indeterminacion, y asi obtener una funcién
equivalente salvo en un punto, a la que se le pueda calcular el limite por sustitucion directa.

A continuacion completa los siguientes ejemplos:

~ I-—-
Actividad 1.12 ] =2 T 5

JET= Domfi[ , )U( ,+x)
Calcula el |im Y3 tx— \E

v—i) x
Resolucion: Aplicar sustitucion directa

lim __—_M =
0 X

Aplicar la multiplicacion por 1 para cancelar la indeterminacién

o NS+p-NS
X

li

-

Actividad 1.1 3|

Calcula el lim po

Resolucion: Aplicar sustitucion directa

lim - .

5 Nx—\3

Aplicar la multiplicacion por 1 para cancelar la indeterminacion
lim

=3
SR

-
Actividad 1.14]

Calculael lim YE13=2
sl l=N3x -2
Resolucidn: Aplicar sustitucion directa
lim ____MH =
=1 1—N3x—2
Aplicar la multiplicacion por 1 para cancelar la indeterminacion
lim _—"x+3_2 =
T

(98]

Calculo | « Célculo diferencial por competencias ‘



Ejercicios 1.8

1. Cuando x se aproxima a ¢, jel limite de f(x) es igual a f{(c)?
2. Cuando ¢ no esta en el dominio de £, ;el limite de f(x) existe?
3. Cuando ¢ esta en el dominio de fy lri_ri;f(x) =L, (fle)=L?
4. Calcula los siguientes limites si existen, y verifica el resultado en la representacion grafica de la

funcion.
. Yx—v2 Vt-5 s . Nrr—9-4
. i3 b Dlim -5
lim 4-x ol \t-2 i VE+4-2 —— Vas+1-3
€) mlﬁx x? f)—.4 £-16 2 :Lnul 2 );—»2 s—2
§—V3s+4 .. Nx+h-x . N1+ x—Vl—x N6—x—2

Hliti———— ) lim————— k) lim———  |) lim

=4  4-3 h—0 h x—0 X o \JS—x—l
m) lim T = n)[im#— i) lim Nx+5-3 0) lim Nati—Na—-t
=0 1471 s=3yg—2—\4—g -4 x—4 =0 \pb+t—-\b—t

Calculo de limites trigonométricos especiales

En el calculo de limites de funciones trigonométricas, en los que mediante la factorizacion, racionali-
zacion o uso de identidades trigonométricas, no es posible cancelar los factores que causan la indeter-
minacion, una alternativa, pueden ser las siguientes formulas especiales:

a) !_iiEl%:l b) !ll] ﬂ=0

Ejemplo 17

Verificar que hm Sen s

= | mediante métodos grei[icosJ
y numeéricos (no es una demostracion formal).

| z se;[ X = Se;:'k X
-0.1 0.99833417 0.1 0.99833417
-0.01 0.99998333 0.01 0.99998333

-0.001 0.99999983 0.001 0.99999983

-0.0001 | 0.99999999 0.0001 0.99999999
v \{

senx . senx . senx

=1 lim =1 lim =1
r— X x—0

lim
y—l}

Dado que los limites laterales son iguales a 1, el Iim% =1

Y—0)

‘ Limites y continuidad de funciones | Unidad 1



—CO0S X " . 1 ey
B0 1, se usan métodos analiticos, en particular, la multiplicacion

X
S . : ; 5 5 ; ; i . .. senx _
por 1 a conveniencia, la identidad trigonométrica sen” x + cos” x = 1 y el limite especial Bl =1,

Para demostrar que el lim
y—al)

para obtener una funcion equivalente a partir de la cual se calcule el limite por sustitucion directa.

Ejemplo 18 —
| Demostrar que el lim L (;_Ub X =0 q
x—sl} .
' Resolucion:
. l—cosx , [l—cosx|[l+cosx . o
[\_Ii]l‘il > o = = cos | Multiplicar por 1 a conveniencia
.. l—cos?x
= lim x (1+cos x) Efectuar la multiplicacion
) sen” x § . _—
=il Indentidad trigonométrica
—0 X (1 + cos x)
;. BPHX . senx i
=lim—— - lim——— Limite de un producto
v—0 X —0 1 +cosx
=(1)|lim e Limite especial trigonométrico
v—0 1+ cosx
— {} . . .
e o Sustitucion directa
=( Simplificando
.. l—cosx
| Por lo tanto, l'”ﬂ, — 0

Ahora veamos cémo usar los limites trigonométricos especiales en el calculo de limites.

Ejemplo 19

Calcular |jm sen 3x
| Resolucion; ik

Aplicar sustitucion directa
sen 3x _ sen 3(0) _0 f(x) =
x 0 0

sen 3x
X

lim
c—=l)

Dom f: R— {0}

Aplicar los limites trigonométicos especiales para cancelar
la indeterminacion

5 3 3 1 .
lim =~ = [;) lim ——= . 3 lim 2= 98 3(D=3
s 3 3| w0 X 0 X

Galculo | » Calculo diferencial por competencias ‘
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| Edemplo 2l Calcula el lim 50‘%5-\', J
' ) sen? 5x

' Resolucion: fx)= x
Aplicar sustitucion directa Dom f: R— {0}
sen’ 5x _sen’5(0) _ 0
y—() X e 0 B 0

Aplicar los limites trigonométicos especiales para cancelar la
" indeterminacion

. sen®Sx . l—cos® 5x [5]. (1—cosSx)(l+cos 5x)
lim = lim————=|=|lim
r—{) —0 X & | 250 X
. l—cosSx |
=3 !_1;}3 = - lim (1 + cos 5x) = 5(0) (1+ cos 5(0))=0

Para determinar limites trigonométricos se requiere de la habilidad para trabajar con expresiones
algebraicas, asi como del conocimiento de identidades trigonométricas. Pongamos a prueba tus cono-
cimientos para calcular los siguientes limites.

',' Ejercicios 1.9

O.‘

1. Calcula los siguientes limites si existen, y contrasta el resultado en la representacion grafica de la
funcion.
i Oy Ol = 9 g T
Oy 0l Ol Wl
) L L=

L

Calculo de limites exponenciales especiales

Ademas de los limites trigonométricos especiales, a continuacién, se muestran dos limites matematicos
relacionados con el nlimero ¢, en el &mbito de la matematica se le conoce como niimero de Euler. Es
un namero irracional cuyo valor aproximado es 2.718281828459045. ..

o b) lim (1 +x) =

e
a) lim

‘ Limites y continuidad de funciones | Unidad 1



A continuacion verifica cada uno de estos limites.

-

Actividad 1.15 i

e B
Verificar que lim

= | mediante métodos graficos y numéricos (no es una demostracion formal).

e —1
Dado que los limites laterales son iguales a 1, el lim ~ e 1.

-

Actividad 1.16 \

~ y e
: e’xl 2 x e’x1
-0.1 10 0.1
-0.01 2 0.01
-0.001 - 0.001
-0.0001 5 . [0.0001
-0.00001 =y o b . o5 000t
-0.000001 8-6-42 1246 [400000
Y v
i =1 i £ =1 i £ =1

Verificar que lim (1 + x)"* = e mediante métodos graficos y numéricos (no es una demostracién
r—(}

formal). A este limite se le conoce como limite fundamental algebraico.

G (1 +x)1'rx X (1+x 1ix
-0.1 01
-0.01 0.01
-0.001 0.001
-0.0001 0.0001
-0.00001 0.00001
et TEET T
\ \J
lim (1+x)*=e lim (1 +x)"* =e lim (1 +x)lr=e

r—=l)

Dado que los limites laterales son iguales a e, el Iin|1 (Q+x)r=e.

Calculo | + Calculo diferencial por competencias ‘



Actividad intermedia: Vv

Trabajo en equipo %

Resuelve el siguiente problemario y realiza una autoevaluacién del aprendizaje logrado

1. Grafica las siguientes funciones y determina su dominio y rango.

a) fx)=(x+3)*-2 b) g(x)=Nx—3+2 c) h(x)=1—Inx
2. Determina la funcién inversa de f(x) = cos x, para el dominio restringido x [0, 7).

3. Determina el dominio de las funciones y limite indicado.

Ll
ok . =2 ) 5
i Dlnei—e DL

4. A partir de la representacion grafica de g(x) determina los siguientes limites.

y A
ol g Y=g a) lim g(x) b) lim g(x)
c) lir131 £2(x) d) lirr} g(x)
X
WS T e e

5. Observa la representacion grafica de la funcion A y realiza la gréfica de:

P s a) h(x)+ 1 b) h(x) - 1
Y ¢) h(x+1) d) h(x—1)
> g R e) h(-x) H -h(x)
— =
‘/' -14 O
A

6. Determina los siguientes limites.

[sen (a+x)—sen(a—x) ]

1

b) lim [l + E]x c) lir%(e"""’ —In(x*+1))

x—=0 3 X—

a)lim

x—0

X

‘ Limites y continuidad de funciones | Unidad 1



MY, Limites infinitos y limites en el infinito

El sistema de coordenadas cartesianas (rectangulares) esta formado por

el eje de las abscisas “x” y por el eje de las ordenadas “y”. Haciendo una ﬂ;
analogfa de cada eje con la recta numérica, para un lado se prolongan al
infinito para el otro a menos infinito. - A
SN . s o x
El infinito se denota con el simbolo “”, que representa el compor-
tamiento de un valor numérico cuando este se hace extremadamente
grande en el sentido positivo o negativo de la recta numérica. Con base o

en lo anterior:

* En el estudio del limite infinito lim f{x) = +o0, decir que el limite
de una funcién es infinito o menos infinito, en simbolos es sim-

plemente una forma especifica de decir que el limite no existe. 1
Este tipo de limite se usa para determinar si una funcion tiene una
asintota vertical x = c. Es decir, en funciones que se aproximan a i

e e e

+w 0 -, a medida que los valores de x se aproximan a la asintota

x = ¢ por la izquierda y/o por la derecha de c. Aatatota ms ¢

* En el estudio del limite en el infinito lim f(x)=L, decir que

X se aproxima a +w o -0, en simbolos es simplemente una for- Asintota 4y
ma especifica de decir que x se hace extremadamente grande en
el sentido positivo o negativo de la recta numérica. Este tipo de
limite se usa para determinar si una funcién tiene una asintota
horizontal y = L. Es decir, en funciones que se aproximan a L, a
medida que los valores de x se aproximan a +eo por la izquierda o
a -oo por la derecha.

* Y en el estudio del limite infinito en el infinito lim f(x) = oo, de-

cir que el limite de una funcién dada es infinito o menos infinito, Y oo
cuando x se aproxima a +e 0 -0, en simbolos es simplemente una

forma especifica de decir que cuando x se hace extremadamente Jx)
grande en el sentido positivo o negativo de la recta numérica, el 4
limite de la funcion no existe. X =3 +00

Limites infinitos

Para el estudio de limites infinitos lim f{x) = +oo, se debe tener en cuenta los tipos comunes del compor-
tamiento de f{x) asociados a la no existencia del lim f(x) vistos anteriormente, en particular, cuando la

funcion crece o decrece indefinidamente. Aunque el limite no exista, es atil para determinar la asintota
vertical de una funcion. Una asintota es una recta a la que se aproxima continuamente la grafica de
una funcién, y a medida que se extiende indefinidamente la distancia entre ellas tiende a cero.

] | |
St en una funcion £, uno de los limites laterales tiende a +oo 0 -0 cuando x—¢, entonces x = ¢ es

una asintota vertical de /.

Calculo | « Calculo diferencial por competencias |



En los limites infinitos del tipo lim f{x) = +e siempre aparece una asintota vertical en x = ¢, en
consecuencia, se satisface al menos uno de los siguientes casos:
lim f(x) =+ lim f(x)=+w lim f(x)=+w

lim f(x) = -c0 lim f(x)=-c0 -.“.m fx)=-

Si el limite cuando x—-c tiende a +o, en la graficacién de funciones, su interpretacion es que la
funcién crece de manera asintética, y si el limite tiende a -0, la funcion decrece de manera asintética,
otro aspecto a considerar es si x se estd acercando a ¢ por la derecha o por la izquierda. A continuacion
se muestran algunos de los casos que se presentan en funciones con asintotas verticales.
by VA TE
Jx);

v i v im0
Asintotax=c¢ Asintota x = ¢ Asintotax = ¢
limf(x) = +o0 lim f'(x) = -o0 lim f(x)=-, lirn+ f(x)=+o0
y "T ! N~

5 bl
7@ 1 T e
; i *
5 B /1)

= = ; = i +
¥ E i e v
Asintotax=¢ Asintotax =c¢ Asintotax = ¢
lim f(x)=+o0 lim f(x) =-c0 lim f(x) =+, lim f(x)=-o

La funci6n logaritmo es una de las funciones que tiene una asintota vertical.

y—s |

Ejemplo 21 , ,
Determina el lim log, , (x — 1).¢

fx)=log,, (x—1)
Dom f: (1 , +0)

4
Resolucion: 2
De la gréfica, cuando x— 17, f{(x) —+o. ?
Por lo que x = 1 es una asintota vertical de f.

‘ En consecuencia lim log , (x —1) =+

gx)

Otras funciones que tienen asintotas verticales son el cociente de funciones f(x) = siempre y

h(x)

cuando g(c) # 0 y h(c) = 0 (en x = ¢ hay un salto infinito), entonces f(x) tiene una asintota vertical en
x = c. Aplica lo anterior para realizar los siguientes ejemplos.

m ‘ Limites y continuidad de funciones | Unidad 1
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— — .
[- Actividad 1.17 I ¢35 _xxz

Determina el limite lim 91{;)(:2' Domg: {x20,x#3}

| x
Resolucion: <t—} et
2-1,] 1237576
De la grafica, cuando , 2(x) . '2 i
Por lo que es una asintota de g. '

T X
En consecuencia lim o—— =
X—

39 —x2
-—i—

Actividad 1.18 ] 3x+1

i

Determina los siguientes limites:
+1 3x+1 3x+1 Dom h: R —{-2,1}

iz Dinen g 9lmanog A
Resolucion: !
a) De la gréfica, cuando x , h(x) 4
Por lo que es una asintota de h.
E i li < San G
n consecuencia lim —=———-= by
b) De la gréfica, cuando x , h(x) 2
Por lo que es una asintota de A. P2
E se ia li - ad N !
n consecuencia lim ————— 4
c) De la gréfica, cuando x , h(x) !
Por lo que es una asintota de A. ;49
E o s 3x+1 n
n consecuencia im =

En los ejemplos anteriores se uso la representacion grafica para explorar el comportamiento de una
funci6n en la asintota vertical x = ¢, y a partir de ello, determinar si el limite por la izquierda y por la
derecha tienden a +o0 0 -0 (en la asintota vertical la funcién crece o decrece indefinidamente). Ahora,
en los siguientes ejemplos calcularemos el limite mediante métodos numéricos, para conocer si la fun-
cién crece o decrece sin limite cuando tiene una asintota vertical.

Determina el comportamiento de la funcion
X)) = \Ll—;f) cuando x—3 por la izquierda y derecha.

Ejemplo 22

Resolucion:
; G wne oo ¥ B3¥3 B . { s
Aplicar sustitucion directa: lim 20 T30 0" Significa que en x = 3 hay una asintota vertical.

3

Aplicar métodos numéricos para explorar el comportamiento de la funcién en x = 3.

Calculo | « Calculo diferencial por competencias ‘
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o
o

Q.
=

Limite por la izquierda Limite por la derecha

X &) La funcién f decrece inde- x &)
2.999 -1000 finidamente por la izquier- | 3.001 1000
2.9999 -10000 da de .lada?'“_‘gta x=3.¥ 13,0001 10000
590999 2100000 crece indefinidamente por 570 100000

la derecha.
\/ \j
l' ﬂi— -0 ] x+ 3 =+
lim =5 = lim 5= =+

En los siguientes ejemplos pon a prueba tus conocimientos.

-

Actividad 1.1 EII

Determina el comportamiento de la funcién f(x) = - ] cuando x — - 2 por la izquierda y por
DS 2
la derecha.
Resolucién:
. oo ol o s Sk E o =9
Aplicar sustitucion directa: lim |- = . Significa que en x = - = hay
—52\ 2x4+9§ 2
una
Aplicar métodos numéricos para explorar el comportamiento de la funcién en x = -5/2.
Limite por la izquierda Limite por la derecha
x ) La funcién x %)
-2.501 -2.499
-2.5001 -2.4999
-2.50001 -2.49999
\/ \/
i 3x+7 )\ _ ; 3x+7
im |- = lim [-———|=
=572 2x+35 v——572* 2x+5

@ j_ : . - 1
Actividad 1 _20] Determina el comportamiento de la funcion f(x) = Gt cuando x— -1

por la izquierda y por la derecha.

Resolucion:
Aplicar sustitucién directa: \llmj .(x'l—l)“ = . Significa que en x = -1 hay una
Aplicar métodos numéricos para explorar el comportamiento de la funcién en x = -1.
Limite por la izquierda Limite por la derecha
- f(x) La funcion f* x Fx)
-1.001 -0.999
-1.1001 -0.9999
-1.10001 -0.99999
\J \J
lim gy - i,

‘ Limites y continuidad de funciones | Unidad 1



‘,7 Ejercicios 1.10

Od

1. Explica el significado de decir que:

lim )=+ blimf@=-0  Olm ==  d)lim f(x)=+w
2. Si xl_igéj(}:) =-c0, entonces larectax=___es una asintota de la funcién f{(x).
3. Uncociente de funciones f(x)= ‘Egg tiene una asintota vertical si
4. Para la funcién h cuya grafica se muestra a continuacién, calcula lo siguiente.

a)}in}7h(x) b)xl_i%h (x) CZ[_I.I;I']I h(x) d) !g]] h(x) e) 51_1’1;1 h(x) f) _!Hgl+h(x)

: :

g

TRk g /\1/ 2

5. Usa el limite para determinar las asintotas verticales de las siguientes funciones, asi como su
comportamiento en la asintota (para el inciso f) usa métodos numéricos y/o graficos).

1 #=1
O DW=% 9= &) )=
| 2P 43 2
9= DWh-3 g =2 W ()= 5
_ s . 1 2 =3r+6 1
DeW =7 1) h(s) = k) fr) = ,,z_—m:ﬁ Dfe) =277

6. (Cuantas asintotas verticales tiene la funcion f(x) = tan x?
Si f(x) no esté definida en c, ;significa que x = ¢ es una asintota vertical de f(x)?

Explica por qué las asintotas verticales no pueden ser intersecadas por la representacion grafica
de una funcion.
9. El tamafio de la pupila de cierto animal est4 dado por f(x) en (mm), donde x es la intensidad de
160x7%* 4+ 90
ETEIESCH
tamaiio de la pupila con una cantidad infinita de luz (x—+o).

la luz sobre la pupila. Si f(x) = , determina el tamafio cuando x—0 (sin luz) y el

Limites en el infinito

El estudio de limites del tipo lim f'(x) lo identificamos con el calculo de la ecuacion de la asintota
horizontal (si existe) de una funcion.

Sien una funciénfel lim f(x)=L o lim f(x) =L o ambos, entonces la recta y = L es una asin- ‘
| = —+on ——ga
. tota horizontal de £ % i

Calculo | « Calculo diferencial por competencias ‘



Una funcién puede tener infinitas asintotas verticales, como es el caso de las funciones 7(x) = tan x y
fx) = cot x. Sin embargo, una funcién solo puede tener como maximo dos asintotas horizontales, ;por
qué? Algunos de los comportamientos de la asintota horizontal, son los siguientes.

J(x)

X = =
X =P too =00 <X l Y

-o“a_q-xl X = o0

\

Asintotay = L Asintotasy=Lyy=M Asintotay = L Asintota y = L
lim f(x)=L lim f(x)=M lim f(x)=L lim flx)=L
lim f(x)=L lim f(x)=L

Recordemos que la funcion logaritmo tiene una asintota vertical, y su funcién inversa, que es la

funcion exponencial, tiene una asintota horizontal.
1Y
2] ' ]"4

la cual es una traslacion de la funcién basica f(x) = |+|.

Determina la ecuacion de la asintota horizontal de la funcion f{x) =

Resolucion:

Limite por la izquierda

z 1) De la representacion graficade /'y de
los valores de la tabla, cuando x—+w,
10 |1.0009765625 fx)—l1.

30 11.0000000009313225746
50 |1.0000000000000008881

lim [(ZJ ? ‘J Sy

En el caso de las funciones racionales f(x) =

Por lo que y =1 es una asintota hori-
zontal.

p(x) = anx”+an—lx"_]+ +a0
Q(x) bmxnl_}‘bnr-lxmhl-‘r +b0,

para determinar las asintotas horizontales mediante el calculo de limites en el infinito, primero necesi-
tamos conocer el comportamiento del lim 7 (x) de funciones polinomiales de grado mayor que cero, y

donde ¢(x)# 0,

luego el comportamiento de los limites lim % y Ii;p__%, parane Nyke Z

El limite de una funcién racional

Para conocer el comportamiento en el infinito de las funciones racionales, veamos primero el caso de
las funciones polinomiales f'(x) = a x" + a, x"'+--+aqgparan>0y a, # 0, exploremos su repre-
sentacion grafica, asi como, su reflexion sobre el eje de las abscisas para identificar regularidades rela-

cionadas con el signo del coeficiente “v * y el grado “»”, y a partir de ellas establecer las condiciones
para determinar el lim f'(x).

m ‘ Limites y continuidad de funciones | Unidad 1



f@)=2x+1 f0)=3¢+2-2  f)=x+32+x-2 flr)=20'+ 3 -2 —x+1

a=2,n=1 a=3n=2 a=1n=3 a,=2,n=4
yn_,.f +Fh+ yate +*00“+*00
1
v SO ) :
;f(x) -0 =X -t -2, - X =0 o
-0. X =3p+c0 = > ; x 5%
< — - D X ® —>
00 <ffem X ‘J/ ] x
J&x) T
B L5
-0 ¥ Yy y
lim f(x) =+e0 lim f(x) =+ lim f(x) = +oo lim f(x)=+o0
lim f(x)=-c0 lim f(x)=+o0 lim f(x)=-o lim f(x) =+oo

A continuacion exploremos las reflexiones sobre el eje de las abscisas de las funciones polinomiales
anteriores.

fx)=-2x~-1 JSE)=-3x-2x+2  flx)=--32—x+2 flx)=-2'+3x°—x2—x+1
a,=-2,n=1 a=-3,n=2 a=-,n=3 a=-2,n=4
+oo 4V 4oo AV y :“2
A 5
Jx) (x) .
i 1 2 q\ 1 x
g P A AR =~y o=
f——t >
-1 27 -1  pto {
Ny f(f fs:)
Y- -0 Y o0 ¥Y-% -o0 ¥ -0
_Ii’m fx)=-w lim f(x)=-c0 _li}ﬂ_ fx)=-c0 lim f(x)=-c
.“.m.. f(x)=+w lim f(x)=-o _lill]_ f(x) =+ Ili‘m fx)=-w

A partir de explorar el signo del coeficiente “ 1"y el grado “»” de una funcién polinomial cuando
Xx—o0, se obtienen las siguientes regularidades.

+o0, si a,>0y npar
to, sia >0 +oo, si @ <0y nimpar

IIi}n_ f)= Ilil““f(x) =

; -0, si a >0y nimpar
-0, sia, <0 "

-0, si a, <0y npar
Este es el primer resultado que se necesita para calcular el limite en el infinito de funciones raciona-

les. Como ya sabemos, en el campo de los numeros reales no est4 definido el realizar operacion alguna
con el simbolo %, pues no es un namero.

Calculo | « Calculo diferencial por competencias ‘
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La utilidad del resultado se refleja en el calculo del siguiente limite:
ax"ta, _
bx"+b 4B, oo

xu Loy +aU +o0

|ll]'|

El cual depende del signo del coeficiente “z ” y del grado “#” de cada funcién polinomial. Para
cancelar los variables de los térmimos del numerador y del denominador que ocasionan dicha indeter-
minacion, se necesita del resultado de los siguientes limites.

2 sy
Exploracion del limite lim —- .
y—+tm Y

L 1 1
J&)=— == fo)= f®=z
Y A A y A
(x) by x) ;) N x)
=~t00 -0 =X e EEPD s g 0\ = +00
x . T : O x
b
Yy Yy
Ili;}l’f(x) =0 Ikiﬁlff(x) =0 __li_njhf(x) =0 li_i_!}{f(x) =0
Continuemos con la exploracion del limite lim ;’:— 3
5 9
JE== =7z J)=—= f@==
YA VA A
x) x) | fC)
o 0 >-+-00 X =Pt ., 0 g — 00
b 0 x X x
J&) S
Y Yy \J Yy
,_“!}‘,f(x) =0 ‘li!u_f(x) =0 ili!p’_f(x) =0 IIi_I‘fIJ fx)=0

1 k
Como resultado de la exploracion, se tiene que el lim i 0 yel lim i 0 (sudemostracion
requiere de la definicion formal del limite, por lo que se deja para cursos avanzados de calculo). Como

T 2 g . . . T
ya se menciono, estos limites se usan para cancelar las variables que ocasionan la indeterminacién —
o0

; ot G g, 2P b
rece ar |IITI
que apa al calcular el I Ty lxm_1+ =y

de una funcién racional. Veamos los si-
guientes ejemplos.
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Situacion 1. El grado del polinomio del numerador “n

o ”

es menor que el grado del denominador

m”.
m Calculael lim 3_“_?\7"34
e g
2= +3
| i f@= A1
Resolucion:
Aplicar el limite en el infinito de un polinomio Dom £ R—{-1, 1}

‘ En el numerador ¢ =2 , 7 =2y en el denominador ¢ =1 ,m =4

., 2xX—x+3 4o
lim =—

e =1 400
Para cancelar la indeterminacion, dividir cada término
' del numerador y denominador por la variable de mayor grado “x*”, ’ {\'
luego, aplicar los limites lim — ] —==0 y lim £= i
|
z_x 3 20 DL 2 2 1.°2
" 2 —x+3 " 3 3 + ] X 1 1 X i 2 =8 .
1m =1im =1im = i ————
x‘i'—l Yt i i_i Jrrhdt L__Ll_ x—a g L_L
‘ * 5 .l =
i—]—+—3- li li—] 1+|ni
. B R A sex am e 0=0+0
= lim = = =0
e 1 : o -0
| G o ._I_|I_I_n‘ i_., im —
It —x+3

Dado que el Iil_n x"’iﬂ

g 0, la funcién f{x) tiene una asintota horizontal en y = 0.

6"

517

Situacién 2. El grado del polinomio del numerador “n

. e
m Calcula el I|m St —Ax—2
6l —x—2 -

es igual al grado del denominador *

5af —4x =2
Resolucion: fx) 77—
Aplicar el limite en el infinito de un polinomio Dom £ R

En el numerador ¢ =5, 7= 2y en el denominador ¢ =-6 , m =2

Sxt—4x -2 +0

luln 4—63:2 o

Para cancelar la indeterminacion, dividir cada término del

% ’3

numerador y denominador por la variable de mayor grado *x

k
luego, aplicar los limites lim l' 0y llm — =0

Célculo | + Calculo diferencial por competencias ‘
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W _Ax_ 2 B4 2 g3 _2
] Sx2—4x—2 I F F ¥ e il -l o . ta
M6 —x=-2 = 62 x 2 s 6 2 P 12
e M haer i e 6-—— =
‘ X X e g ¥ x X
; .4 2
) lim 5 = lim - .“"!? _5-0-0 5
a 2 T 6-0-0 6

: e A
lim (-6) — I\”-D,-}__\-h.”] 2

o St —idp=9 5 o ; r
Dado que el lim R la funcion f(x) tiene una asintota horizontal en y = -

SN

Situacién 3. El grado del polinomio del numerador “7” es mayor que el grado del denominador “m”.

je 26 2% + 3x + 25
Ejemplo 26 Caleula el Jjm 23X+ 25 ¢

-x—3
-2+ 3+ 25
Resolucion: 7= %3
Aplicar el limite en el infinito de un polinomio Dom f R—{-3}

En el numerador ¢ =-2 , 7 =2y en el denominador & =-1 ,m = 1

| . D08 e
IIITI W~ )
et -x—3 -o0

| Para cancelar la indeterminacion, dividir cada término
del numerador y denominador por la variable de mayor grado “*,

. ; g ] o
luego, aplicar los limites lim e 0y lim - 0.

i +3_x+§ _2 ..{.i;é 2+i+.2_5.
. =2x*43x+25 > 7 x o T T R N i X  x
lim ———————— =[im = lim =lim —
i 'x_3 = i_ r—ston _L__S- y—t L—i
ot Y x X
. g B e B3
= — e
_ AR S IT 24040 2
- i . - 0= 0 0
- lim—~lim ~=
. =2 +3x+25 -2 . . o ; ;
' Dado que el lim _-x—xT_= 0 5¢ tiene una indeterminacion, por lo que el limite no existe, es
-2x* +3x+ 25 -2x?

decir, __!i_gl] e =+, dado que p—— 2x > 0 cuando x—+o. Ademas, la funcion f{x) no

tiene asintotas horizontales.

m ‘ Limites y continuidad de funciones | Unidad 1



Los resultados de los ejemplos 24, 25 y 26 se pueden obtener sin realizar todos esos procedimientos
algebraicos. Para ello, es necesario demostrar el siguiente limite.

Iln] (aﬂx"_l_aﬂ—lxn-t + o +aﬂ) =HI_TI aer"

Sea f(x) = ax" +a,_,x""'+ - + a  una funcién polinomial con a # 0. Demostrar que ¢l
:1i_ll!_ [ g W R e o o :‘-“,'11, ax'.

RS- e — e

TN
Primero expresemos la funcion f{(x) de tal forma que se le pueda aplicar el limite lim 7o 0 para
neNykelZ.

f)=ax"+a, x"+a,_,x"+ +ax+a,

= 1-1 -2 oo —n—1) n=n
ax'ta  x"+a  x"+:.+ax tagx

= i -1 -2 ~n—1) —n
ax'rta X'x ta, xX"x“+-+ax"x +tax'x

=x" (aﬂ+aﬂ_]x'l+a”_2x—2+ o +aix—(ﬂ—i]+a.0x—n)

an—l an—l aO

a
|
=x”[“»+ x *T*""“F*F]

Luego

1 1 -1 .l
‘1_1111 (ﬂ"f + an = lxn + 53 alx * ao)

. an—l au—z al an
T ATy e et

=lim (x7) lim

xZ

an—l an—z 1 ac

SRl S J =
g e gy ]
= lim (x™) (a”+0+0+ = +0+0)

=lim g x"
vt M

r

Demostracion

Por lo tanto
4 " n=1 - = |1 T
\I:_l_n (@3 8 eetgxtg) = Iu_n ax

—

Ahora, usemos el resultado anterior al calculo del limite de una funcién racional.

1 n=1 H
ax'+a_ x"l+-ta ‘_l_u}l(a"x"+aﬂ_|x +eeta)  limagx

y— e

lim —= — = =
vt B +b P Et ek b lim (b x"+b _ x" 14+ b,) lim b, x"

A partir de este resultado, y el de los ejemplos 24, 25 y 26, se propone la siguiente estrategia para
calcular limites en el infinito de funciones racionales.

4 " " ¥ - |
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- Estrategia para calcular limites en el infinito de funciones racionales

Sea f'una funcién racional definida por el cociente de dos polinomios.

)C) anxn+a1r- xn_i+”'+a
Fael = ,
q@) bxPHb. Pttt b

donde g(x) # 0.

1. Siel grado del numerador “n” es menor que el grado del denominador “m”, entonces el limite
es 0, en s{mbolos hm f (x) = 0. Hay una asintota horizontal y = 0 (coincide con el eje de las |
abscisas).

2. Si el grado del numerador “»” es igual al grado del denominador “m”, entonces el limite es el
coeficiente del término principal del numerador dividido por el coeficiente del termmo prmmpal

(.I
del denominador, en simbolos hm f (x) —— Hay una asintota horizontal en y = b

| 3. Siel grado del numerador “»” es mayor que el grado del denominador “”, entonces el limite

| no existe, en simbolos Iim f (x) = £0. No hay asintotas horizontales. Ademas, seg(in el signo

1

de= — B Iz cuando x—s+o00, es hacia donde tiende el limite +cw 0 -o0,

A continuacion, aplica la estrategia propuesta para calcular limites en el infinito de funciones ra-
cionales.

-

Actividad 1.21 l f) = —4x+35

e
Calcula el | =
aleulael lim —=—=——-. Dom f
Resolucmn. v A
Aplicar el limite en el infinito de un polinomio
En el numerador ¢ =, #=__ y en el denominador a4 W=
iis 22— 4x+5 ) X
A —x+ 17
Dado que el grado del numerador es que el grado del denominador. )
im 22 —4x+5 _
s g T

Por lo tanto, la funcién f(x) tiene una asintota horizontal en y =

j—- 2xt—x% + 8x
Actividad 1.22 l SSxt+7
Dom f.
—x2+ 8x

Calcula el lim z—xjsr,—+7— : ye

Resolucion:

Aplicar el limite en el infinito de un polinomio

=y

En el numerador « =, 7= __ y en el denominador e

Limites y continuidad de funciones | Unidad 1 v



lim

lim

L e e ok > A
Sx 47

Dado que el grado del numerador es que el grado del denominador.

20—+ 8 _
S +7

Por lo tanto, la funcion f{x) tiene una asintota horizontal en y =

-

Actividad 1 .23' 4y —

fO)= 7=

Caleula el lim 1% e 4x° + x° s -
alculael lim 7—=~ y lim T—==. Dom f: =
@©
Resolucion: YA o
£
Aplicar el limite en el infinito de un polinomio. =
Enel numeradora=_,7=__yeneldenominador« = ,m=__
lim 4x° +x5 I 4 + x5 - x
s 1= 528 ¥ et =58
Dado que el grado del numerador es que el grado del denominador.
i 45 + x5 i 4* +x° ¥
A58 -y
Por lo tanto, la funcién f{(x) tiene asintotas horizontales.
Pon a prueba el conocimiento sobre los limites en el infinito.
«"_Ejercicios 1.11
o4
1. Decir que x—-o0 significa
Decir que el lim f(x) = L significa
Decir que lim f(x) = -0 significa
2. Siellim f(x)=11,larecta y= es una asintota de la grafica y = f(x).
3. Explica por qué las asintotas horizontales pueden intersectar més de una vez a la representacion
grafica de una funcion.
4. Aplica los limites en el infinito para determinar las asintotas horizontales (si existen) de las

siguientes funciones.

4 - -
a) flx) = xf? b) g(t) = 4t_‘? ) (s) =" = - d)A0) = rz—ir%j
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1 2 -st+35 =92 3t
VO=r3E DO gy 9f9= T Wed=73;

‘ 32— 6s+4 2—5-9 X+ +x

. 5 _ =3 ~=21+1
1)_{(.5') =: _SZ IE 45 = 3 J) g(t) = 214 = 3:3 k) h(x) = x& +x2 4 1 l) h(t) - _4;5 T r! +t
‘ -6xt+x2+1 357+ 452 — 5+ 1 24+ 3x—1
W S f)) ) =———1—
x+—2~

/5. Aplica los limites en el infinito para determinar las asintotas horizontales (si existen) de las
siguientes funciones.

a)h(t)=\;;j b) f(r)=7t—€ == 7 Ay~ si;s
Ny 25— 552 +45—6 1+ 73
e) .f(x)=§fﬁ ﬂh(S):j 5 65-; ++2SS g) f(x)= ;—;;J;x

6. Use la representacion grafica para determinar los limites lim f(x)y lim f(x).

v ¥

7. Traza la representacion grafica de una funcion y = f(x) que satisfaga las condiciones dadas.
lim f(x)=+oo, lirg_f(x)=+oo, lir_r}f(x) =-w, lim f(x)=4

Hemos llegado a la parte final del tema de limites. La importancia del limite no solo radica en ex-
plorar el comportamiento de una funcién en un punto o en el infinito, pues son la base en el estudio de
las funciones continuas, funciones cuya caracteristica principal es que se pueden trazar sin despegar el

lapiz de la hoja, de lo contrario, la funcién se clasifica como discontinua, es decir, presenta un hueco,
un salto finito o un salto infinito.

Las funciones continuas son el siguiente tema de estudio.
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1.3 Funciones continuas

Propésito

Determina si una funcién es continua
o discontinua en un punto o en un
intervalo, aplicando el concepto
de limite en un punto.

Como antecedente se tiene que el estudio del limite
de una funcion f toma importancia en funciones que
presentan un hueco, un salto finito, un salto infinito
en un punto o que / tienda a un nimero real cuando
x—=+o0. En el tema de las funciones continuas, desde el
punto de vista de la representacion grafica de £, se busca diferenciar las funciones que presentan saltos
similares al de la funcion escalén o que tengan asintotas verticales, de las que tienen un hueco o un
hueco y un punto desplazado, pues son estos dos tltimos casos, en los que la discontinuidad puede ser
removida redefiniendo la funcién.

Recuerda que mediante la representacion grafica de una funcién /'y de su dominio, se puede iden-
tificar un hueco, un salto finito o infinito, ahora, ;qué relacién hay entre los huecos y saltos con la
existencia o no del limite? Por otra parte, si una funcién continua es aquella que se puede trazar sin
despegar el lapiz de la hoja, ;como usar el limite para identificar si una funcion es continua o disconti-
nua en un punto o en un intervalo? Y si una funcion es discontinua, jen qué casos puede ser removida
su discontinuidad? Estos son los casos en los que el tema de continuidad resalta su importancia.

mDefinicién de continuidad en un punto

En la vida cotidiana, el concepto de continuidad se entiende como un proceso que no se interrumpe, por
ejemplo: el tiempo que transcurre durante la vida de una persona, el desplazamiento de un automévil
en un intervalo de tiempo y la linea continua de una carretera que indica no rebasar. En contraparte
esta el concepto de discontinuidad, que se entiende como procesos interrumpidos, por ejemplo: el que
un automovil se detenga en cada semaforo, el que una persona haga pausas para emitir un sonido y el
que un abanico de una laptop se detenga cada vez que ha logrado enfriar sus componentes. Veamos un
ejemplo desde las matematicas en la actividad empresarial.

Un empresario decide invertir en la produccion de fundas de silicon para celular, su costo de pro-

duccion se calcula mediante la funcion C(x) =4"T__175{-)i
de fundas producidas (en cientos) y C es el costo de produccién (en miles de pesos).

,parax > 0 y x # 5, en donde x es el nimero

El empresario observa que no es posible calcular el costo de produccién cuando se producen 500
fundas, esto significa que C(x) tiene una discontinuidad en x = 5, si exploras la representacién grafica,
esta tiene un hueco, ;se puede remover la discontinuidad en x = 5?

El empresario recuerda lo brillante que fue en las clases de célculo, asi que, para ver si es posible
remover del hueco, decide aplicar las matematicas aprendidas en sus clases de limites y en continuidad
de funciones, para explorar el comportamiento de f'cuando x—3, y ver si es posible remover el hueco
de la funcion. Para ello, busca en internet videos que le ayuden a recordar los procedimientos vistos
alguna vez en clase. El proceso a seguir es el siguiente:

* Verificar que lim C(x) existe.

- - i
4x? —100 _ lim 4(x* - 25) _ lim dx—5)(x+3)
=5 —5 X=23 H==3
Por lo que el limite existe, y de ahi deduce que producir 500 fundas de silicén le cuesta $40,000.

lim C(x)=|i|_1]_ =41lim (x +5)=40

5 2 . . . |
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* Asegurar que C(5) esté definida.
Define C(x) = 40 para x = 5, con esto C(5) est4 definida.
* Verificar que lim C(x) = C(5).
Como consecuencia de los dos puntos anteriores, se tiene que el lin; C(x)=C(5).
Por lo tanto, C(x) pasa de ser una funci6n discontinua en x = 5 a ser continua al redefinirla como:
4x2 - 100
C(x)= x=35
40, parax =35

, parax>0y x#5

El empresario, en su proceso verificé que la funcién C(x) satisfaga la siguiente definicion.

. Definicién de continuidad en ¢ Ky

- La funcién f'es continua en el ntimero real ¢, si s 16 A

; I) flc) esta definida en c, A =L =
Il) lim f(x) existe, y

| I lim £x)=7£(c) .

- Si una de las condiciones no se satisface, se dice que la funcién /
. es discontinua en x =c.

alet s
=y

Al explorar el limite de f{x) cuando x—c, se hizo énfasis en los valores de f'cercanos a ¢, en vez de
lo que le sucede a la funcién en x = ¢. Y en el caso de la continuidad de una funcién en un punto, se
hace énfasis en lo que le sucede a fen x = ¢, es decir, se explora el comportamiento de fen x = ¢ para
ver si se satisface la condicion [rl_t"!} fx)=f() .

-
Actividad 1.24 |

Verificar si la representacion grafica de g(x) es
continuaenx=-3,-2,-1,0, 1, 2, 3.

Wl
=y

A partir de la representacion grafica de la actividad 1.24, se determind si la funcién a trozos y=g(x)
es continuaenx =-3,-2,-1, 0,1, 2, 3.

* (Cuales de éstos valores de x pertenecen al dominio de g?
* (En cudles g es continua?

* Siun valor de x esté en el dominio de g, ;es condicion suficiente para que sea continua en dicho
valor?

Limites y continuidad de funciones | Unidad 1



Una condicién necesaria para que g sea continua en x = -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, es que dichos valores es-
tén en el dominio de g, es decir, que g(-3), g(-2), g(-1), g(0), g(1), g(2) y g(3) estén definidos, pero esto
no es suficiente. Veamos si la existencia del limite en un punto es condicion suficiente para asegurar la
continuidad de gen x=-3,-2,-1,0,1, 2, 3.

* ;En cuales de éstos valores de x existe el limite?

 (En cudles g es continua?

* Siel limite de g existe en un valor dado de x, ;es condicién suficiente para que sea continua en
dicho valor?

Otra condicién necesaria para que g sea continua en x = -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, es que el limite exista
en dichos valores de x, pero esto tampoco es suficiente.

Entonces, ;,qué condicion se necesita para que g sea continua en x = -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3? Para darle
respuesta a la pregunta, identifica los valores de x en los que se satisface que el llm 2(x)=g(c). Esta
condicion implica que g(c) esta definida y que el hm g(x) existe,

A continuacion, determinaremos la continuidad de una funcién en un punto a partir de la represen-
tacion algebraica.

-

Actividad 1.25 l

Verificar si g(x) = sen x es continua en x = 0. g(x)=senx
; Dom g: R
Resolucion: ,
1
* g(0)=sen 0 =0, g(0) esta definida. \ T/\ ;
. I_i_nl] gx)= [il_pl sen x =sen 0 =0, el limite existe. i t t 1\:
* lim g(x) = g(0) 4

Por lo tanto g(x) es continua en x = 0.

Pon a prueba lo aprendido sobre continuidad en un punto.
_ &

Actividad 1.26 '

Verificar si 2 (x) = x> —2x - 3 es continua en x = 4. &

A

%1

Dom h:
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Actividad 1.27 l YA

; X X :
Verificar si g(x) = es continua en x = -3.

x+3
& X
Dom g:
= & j_ Y
2. Actividad 1.28 ]
2
55 2, x=<1
Verificar si f(x)= es continuaenx = 1. _
X, %> - >

Dom f:

La funcion f(x) = -3, para x = 5, ;es continua en x = 5?
¢Qué condiciones debe satisfacer una funcién para que sea continua en un punto?
Las funciones polinomiales, ;son continuas en cada uno de sus puntos?

4

o

Ejercicios | 4

F b by

Si se conoce el dominio de una funcién, jes posible determinar si es o no continua
en un punto dado?

Determina si las siguientes funciones son continuas en x = -1. Observa que -1 esté

1.12 en el dominio de cada una de las funciones.
P+x+3, ped 1 3, =xz-l
a) f{x) = b) h(x) = —- ¢) h(x) =
4, x=-1 -1, x<-1
1 -1
e =77 e f)=Nx+3 ) hx) =77

AP Discontinuidad removible y no removible

Retomando el ejemplo del empresario, €l tenia una funcién discontinua en un punto, y la redefinié para
que sea continua, ;a toda funcién discontinua en un punto se le puede remover la discontinuidad? Las
funciones presentan tres casos de discontinuidad en un punto: evitable (removible), de salto finito y de
salto infinito (no removibles).

‘ Limites y continuidad de funciones | Unidad 1



Discontinuidad evitable. Una funcién f tiene una discontinuidad evitable (removible) en ¢, si el
limite existe, pero f{c) no esta definida o su valor no coincide con f{(c).
A

_ y
fe) no esta definida o — y /&) f(c) estéa definida y =fx)
lim f{x) existe /TJ_‘ lim f(x) existe |
o | i -
1 lim f(x) # f(c) ] ,:
/ ¢ x 7 c X
Hay un huecoenx=c¢ Hay un hueco y un punto desplazado en x = ¢

Discontinuidad inevitable de salto finito. Una funcion f tiene una discontinuidad inevitable (no
removible) de salto finito en ¢, si los limites laterales son diferentes (el limite no existe) esté o no de-

finida f{c).
" y=f) " yjﬂ/)'
- / fe)= M-
flc) no estd definida 7| ____ ' [flc) estd definida [, | 7
I_n_a__: f(x) no existe - /E !.l_lvl:l f(x) no existe e i
cE X c X
Hay un salto finito enx =¢ Hay un salto finitoen x =¢

Discontinuidad inevitable de salto infinito. Una funcion f'tiene una discontinuidad inevitable (no

removible) de salto infinito en ¢, si al menos uno de los limites laterales tiende a + o -co (el limite no
existe).

" j | x g |y =/
f(c) no esta definida - — > f{e) no esta definida :
? . i -« ¢ ; . . :
lim fx) no existe : lim f7x) no existe : »
y =) . 3 \j
 J { v '
Hay una asintota vertical en x = ¢ Hay una asintota vertical en x = ¢

Pongamos en practica el conocimiento sobre los tipos de discontinuidad de una funcién.
" i

Actividad 1.29|

Identificar los tipos de discontinuidad en la representacion grafica de la funcion h(x).

Yo y=hx) Resolucién:
La funcion tiene una:

* discontinuidad
’ R de salto infinito en x = -3.
2] \1_/ 2 x * discontinuidad
de salto finitoenx=-2y x=0.
* una discontinuidad
enx=-lyx=2,
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Veamos ahora un ejemplo de una funcion que tiene una discontinuidad evitable en c.

Ejemplo 27 l I 3 |
Verificarsi h(x) = [ es continuaenx = 1. J

=T+ 2, x=<]

Resolucion: Dom h: R—{1}

* h(1) no esta definida, por lo tanto /(x) es discontinua en x = 1.

La funcion A(x) tiene un hueco en x = 1, por lo que la discontinuidad
puede ser removida.

* Definamos (1) =-1.

v \,I-.!W h(x) =-.-|i.”|1- h(x)=-1, en consecuencia l.i_"f h(x)=-1, el limite
existe.

. ll_i1_1|1 h(x)=h(l)

2¢—3, x>1
Para que A(x) sea continua en x = | se redefine como h(x) =
s =242, x<1

Veamos ahora un ejemplo de una funcién que tiene una discontinuidad inevitable de salto finito en c.
En este tipo de funciones el limite no existe, en consecuencia son discontinuas en x = c.

Ejemplo 28

g -9
[ € ¥ X=4Z
Verificar si #(x) = | es continua en x = 2. J Dom f: R
- > 2
| log (x—1), x=>2

Resolucion:

f(2) =log (1) =0, f(2) esta definida.
‘li!p fx)=ey _I|i!1‘1 fix)=log (1)=0, es decir el _‘Ii!p_f(x) # ]lm fix) en

| . i . .
| consecuencia el limite no existe,

[
' Por lo tanto f(x) es discontinua en x = 2.

' Dado que el limite no existe en x = 2, la discontinuidad no puede ser
removida.

Veamos ahora un ejemplo de una funcion que tiene una discontinuidad inevitable de salto infinito
en c. En este tipo de funciones el limite no existe, en consecuencia son discontinuas en x = c.

Ejemplo 29

| Verificar si g(x) = F:‘j\;\s‘— g €8 continuaenx=-2. _
- - Dom g: R— {-2, 4/3}

|
' Resolucién:
3(-2)—4 -10 -1

0 ;
g(-2)= N2P+22) -8 -2 0° 2(-2) no esta definida.

La funcién g(x) es discontinua en x = -2.

Y como lim g(x)=- vy lim g(x) =+, g(x) tiene una asintota

vertical en x = -2, por lo que la discontinuidad no puede ser removida.
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En los ejemplos 28 y 29, el limite de la funcién no en el valor de x que se estudia
la continuidad, por lo tanto, las funciones son en dicho punto, y la discontinuidad no
se puede

A continuacion, pon en practica lo aprendido sobre continuidad en un punto.

»
& D ;
Actividad 1 .3UI o

Verificar si f(x) = |x| es continua en x = 0.

Resolucion:

Lol
°
@
=
[=
= |

L l_ Dom g:

Actividad 1.31 I

Vx-2
ZA—16

Verificar si g(x) = es continua en x = 4.

Resolucién:

1 23456
-0.1

-

Actividad 1.32 | Dom b

2(x+3)*+1, x<-2
Verificar si h(x) =4 -2, x=-2 escontinuaen x=-2, 4
ARE1P =1, ¥>-2

Resolucion:

4 4
5

/
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4

&
Ejercicios
1.13

I

Con base en la grafica de 4, indica los valores en donde es discontinua y el tipo de
discontinuidad que presenta.

¥ = h(x)

N

7\6/5 4

-3:.--:5.
)

2. Dibuja la representacién grafica de una funcion f que satisfaga las siguientes

condiciones:

a) Su dominio es (-10, 5],

b) f-3)=£-5)=5, f(2)=-1, A1)=3.

¢) Tiene una discontinuidad evitableenx=0y x = 1.

d) Tiene una discontinuidad no evitable de salto infinito en x = -4.
e) Tiene una discontinuidad no evitable de salto finito en x = 2.

Representa de manera grafica cada una de las siguientes funciones, luego determina

los puntos de discontinuidad, y si es removible, redefine la funcién para que sea
continua.

1 1 =1
) f) =53 b) g =773 ©) h(r)=--"7
d) (¢ =_t2r__! e) g(S)=Szi_j3LSZ_—]

Verifica si las siguientes funciones son continuas en el valor indicado y si presentan
discontinuidad removible o no removible.

3x, x<4
a) flx)= ,enx=4
4], x>4

§%2=25
T35 §#=-5
b)yg)=9 S ,ens=-5
0, s=-5
£—5t+6
—_— t¥:43
¢) h(f)=4 £+t-12 ,ent=-4,3.
5, HE=3
Al=x, x<0
d) f(x) = ,enx=10
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AFE¥eN, Continuidad en un intervalo

La continuidad de una funci6én en un punto se puede generalizar a un intervalo abierto, cerrado o se-
miabierto.

* Un intervalo abierto es un conjunto continuo de nimeros reales que no contiene sus puntos extre-
mos, y se representa como (a, b), paraa, b € R.

* Un intervalo cerrado es un conjunto continuo de niimeros reales que contiene sus puntos extre-
mos, y se representa como [a, b], paraa, b € R.

* Un intervalo semiabierto es un conjunto continuo de niimeros reales que contiene solo uno de los
puntos extremos, y se representan como [a, b) o (a, b], paraa, b € R.

Para que una funcién sea continua en uno de estos intervalos, debe satisfacer su respectiva defini-
cion.

Definicién de continuidad en un intervalo abierto
Una funci6n f'es continua en un intervalo abierto (a, b), si es continua en cada punto del intervalo.

=
o
@
=
c
=

' Definicion de continuidad en un intervalo cerrado

| Una funci6n f'es continua en un intervalo cerrado [a, b], si es continua en cada punto de (a, b),

Ly lim f) =) y lim ) =fa).

Definicion de continuidad en un intervalo semiabierto

' Una funcién f'es continua en un intervalo semiabierto [a, b), si es continua en cada punto de

(@ by lim fix)=1@).

| Una funcidn f'es continua en un intervalo semiabierto (a, b]. si es continua en cada punto de
(@ b),y lim f(x) =£(b).

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 30
Verificar si f{x)=*—2 es continua en (-co, 3). ¢
x—3
Resolucion:
* El dominio de fes R — {-3}.
* El intervalo (-0, 3) € Dom f.

* La funcién f'es continua en cada punto del intervalo (-0, 3).

Calculo | + Céalculo diferencial por competencias |
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Ejemplo 31 [
/8 3<x<-]
Determinar los intervalos en los que g(x)=
1\.\'3 +1, -l<x<-2
Resolucion:
' » Eldominio de ges [-3,-1) U (-1, 2].
 Los intervalos [-3, -1), (-1, 2] € Dom g.

* La funcién g es continua en cada punto de los intervalos (-3, -1)
y (-la 2)
¢ Continuidadenx=-3, g(-3)= lin'_a3+2 =2,

 Continuidad en x =-1.  g(-1) no esta definido, no es continua
enx=-1.

o Continuidadenx=2. g(2)= lin;_ x*+1)=5
==

La funcion g es continua en los intervalos [-3,-1)y (-1, 2].

-

Actividad 1.33 I

Determinar el intervalo en el que A(x) = > es continua. ¥
2
b
a4 f i
-1
1. Determina los intervalos donde 4 es continua.
' : Ay : : ¥ = h(x)
O{' o\ i
Ejercicios «— /’ : /_O— : >
1.14 —7\6/-5 -4 2 -1 2 7 8
; .
" ‘r .

2. Dibuja la representacion grifica de una funcion f que satisfaga las siguientes
condiciones:

a) Su dominio es R — {-3, 1}.
b) Es continua en (-0, -3), (-3, 1) y (1, +0).

‘ Limites y continuidad de funciones | Unidad 1



3. Determina los intervalos donde es continua cada una de las siguientes funciones.
a) fxX)=x*-3x+1 b) &) = ﬁ
9 hiy="—1 drm=1 "
- 2+1, x4

Con esto se concluye el tema de las funciones continuas, pero su importancia va mas alla de verifi-
car si una funci6n es continua en un punto o en un intervalo, pues, de entre las funciones continuas, en
las siguientes unidades se estudian las que son derivables. El concepto de derivada estd basado en el
del limite, como los veremos en la siguiente unidad.

Producto integrador
de la unidad

s
o
@
=
(=
=

Resuelve el siguiente problemario y realiza una autoevaluacion del aprendizaje logrado.

1. Grafica las siguientes funciones y determina su dominio y rango.

2) f6)=4+Vx¥3 e

‘x .
2. Usa el método grafico y numérico para calcular el limite lin& % , Si existe.

X

3. Usa el método analitico para calcular el limite de las siguientes funciones.

x2+5x—50
; o ! x+5x-50
a) !Lg(x‘ Fe =% ) b) 1L5 =95 c) x]_t.{[l'\}x +9
. sendx . 6 —5x*+3x )
O B =T U

4. Explica si la grafica es continua o discontinua Justifica tu respuesta.

a) .I A

N \ /\

/ .7
] Y

¥=9
P—5%x+6 °

5. Determina los intervalos de continuidad y los puntos donde la funcién h(x)=
discontinua.
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Aplica las formulas
basicas de derivacion para
funciones algebraicas y
trascendentes, al cdlculo
de derivadas a través
de diversas técnicas de
derivacion.

6.4 Estructura ideas y argumentos de manera clara, co-
herente y sintética.

8.3 Asume una actitud constructiva al intervenir en
equipos de trabajo, congruente con los conocimien-
tos y habilidades que posee.

Estructura ideas y argumentos de manera clara, cohe-
rente y sintética, integrando saberes de distintas disci-
plinas del conocimiento.

Colabora en equipos de trabajo, compartiendo los lo-
gros con el resto de los equipos participantes en un mis-

mo grupo.

ME2. Formula y resuelve problemas matematicos, apli-
cando diferentes enfoques.

Explica e interpreta los resultados obtenidos me-
diante procedimientos matematicos y los contras-
ta con modelos establecidos o situaciones reales.

MES3.

ME4. Argumenta la solucién obtenida de un problema,
con métodos numeéricos, graficos, analiticos o
variacionales, mediante el lenguaje verbal, mate-
matico y el uso de las tecnologias de la informa-

cion y la comunicacion.

MES. Analiza las relaciones entre dos o més variables
de un proceso social o natural para determinar o

estimar su comportamiento.

MES. Interpreta tablas, graficas, mapas, diagramas y

textos con simbolos matematicos y cientificos.

Calcula derivadas de funciones algebraicas y trascen-
dentes aplicando las formulas y técnicas de derivacién.

Explica el célculo de la velocidad instantdnea y de la
aceleracion +de un mévil mediante el uso de la primera
y segunda derivada.

Explica el calculo de la recta tangente y normal en un
punto de una funcién aplicando la derivada.

+ Argumenta el calculo de la derivada de una funcién
aplicando la definicion.

* Analiza la relacion de las variables de razones de cam-
bio relacionadas implicitamente aplicando la derivada.

* Interpreta la grafica de una funcién y de su derivada
para establecer sus relaciones geomeétricas.




Derivadas: definicion, formulas
y técnicas de derivacion

-
S asmmsmmEn.

:

2.1 Concepto y definicién de derivada *

-——-‘
Propdosito

Calcula la derivada de una funcion
l mediante la aplicacion del limite. ) )

Como antecedente para esta unidad, en cursos anteriores vimos la ecuacion de la linea recta y su

gy DPendiente vista como la razon de cambio en y entre el cambio en x. Asi como la definicion de recta
tangente y secante a una circunferencia.

Recuerda que, la pendiente de una recta que pasa por los puntos (x5 ¥) ¥ (x, ) se define como

: o 21ty B il hl : Wi
la razén de cambio m = % —x, Ax’ donde Ax = x, — x, representa el cambio en x, y Ay = ¥

representa el cambio en y. Respecto a la tangente a una circunferencia, esta se define como recta
que toca a la circunferencia en un tinico punto llamado punto de tangencia.

La definicién de razén de cambio y de recta tangente son claves para definir el concepto de
derivada desde dos contextos diferentes: el problema de la velocidad instanténea y el problema de
la recta tangente, a través de los cuales se llega al mismo resultado, el primero desde una interpre-
tacion fisica y el otro desde una interpretacion geométrica.



A continuacién veremos el problema de la velocidad instanténea, que consiste en determinar la
velocidad a la que se desplaza un objeto en un instante de tiempo.

m_EI problema de la velocidad instantanea

El concepto de velocidad es de uso comiin en la vida cotidiana, aunque la usamos como una magnitud,
que en realidad es la rapidez. Sin embargo, en la vida cotidiana no se hace tal disticion entre dichos
conceptos.

La velocidad no solo se aplica a objetos, personas, animales o cosas en movimiento, como auto-
moviles, aviones, maratonistas, carrera de caballos, velocidad de la luz; sino también en internet, pues
siempre se busca una conexién con un ancho de banda que tenga la mayor velocidad posible para la
transferencia de datos, la cual se mide en megabits por segundo (Mbps).

Veamos un ejemplo que viven cada dia los padres de familia al llevar a sus hijos a la escuela. Ana
es una madre de familia, que sale de su casa para llevar a su hijo a la escuela, y debido al trafico, casi
siempre llega tarde. Para evitar eso busca en Google Maps las posibles rutas para dejarlo a tiempo en
la escuela. La informacién que obtiene es la siguiente:

* Ruta I: Distancia recorrida 6.6 km, tiempo del recorrido 18 minutos.
* Ruta 2: Distancia recorrida 6.4 km, tiempo del recorrido 17 minutos.
* Ruta 3: Distancia recorrida 6.3 km, tiempo del recorrido 22 minutos.
* Ruta 4: Distancia recorrida 6.9 km, tiempo del recorrido 19 minutos.
Se da cuenta que la ruta que regularmente usa es la via ms corta, sin embargo, es en la que mas

tiempo se hace, esto como consecuencia del trafico en horas pico. Por otra parte, le llama la atencién
el tiempo que se hace por la ruta 2.

Ana sabe que en cada una de las rutas no se tiene una velocidad constante, pues hay partes en las que
avanza mas rapido que en otras debido al trafico, zonas escolares y semaforos, por lo que la velocidad
que le marca el velocimetro de su automévil varia durante su trayectoria; asf que le da curiosidad por
saber la velocidad a la que debe desplazarse usando los datos que le proporciona Google Maps, divide
la distancia recorrida entre el tiempo del recorrido, en simbolos

distancia recorrida

vE .
tiempo del recorrido

De acuerdo con la formula, la variacién en el desplazamiento (cambio de posicién) “As’ es la
y lavariacién en el tiempo (cambio en el tiempo) ‘Af’ es el

Para calcular la velocidad, Ana convierte los minutos a horas, debido a que en su velocimetro ob-
serva las unidades km/h. Los resultados que obtiene son:

o __66km _ e 6.4km:

Rutal: v= 03 h 22 kmlh Ruta2:v 0.283 I 22.6 km/h
. 63km _ __69%km _

Ruta 3: v= 0367 h 17.17 km/h Ruta4:v= 03 h 21.77 kmlh

Al ver la velocidad a la que se debe desplazar en cada ruta, se da cuenta que no coincide con la rea-
lidad. El célculo de Ana, ;es correcto o incorrecto? ¢ Por qué?
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(Qué intepretacion le das a la velocidad obtenida?

Ana calculo la velocidad promedio de cambio en un intervalo de tiempo, mediante la formula

_As s()=s() _

vV=—"—-= , donde:

At L=,

oS i

* 1, . es el instante de tiempo inicial, s(2): es la posicién de un objeto en el instante 7.
* 1,1 es el instante de tiempo final, s(z,): es la posicién de un objeto en el instante 4.

* As es la variacién en el cambio de posicion de un objeto en la variacién de tiempo At.

La posicion de un objeto es una funcion que depende del tiempo £, es por ello que se escribe como

s(1).

Continuando con ¢l ejemplo de Ana, ella decide explorar la ruta 2, y para tener una idea de la velo-
cidad a la que se desplaza, realiza mediciones del tiempo en tres puntos colineales del recorrido de su
casa al primer seméforo. En cuanto a la posicién del automévil en cada medicion, la obtiene de Google
Maps. El instante de tiempo y la posicién obtenidos, son:

Punto de partida: t,= 0 min, s(t)=0m
Primera medicion: t,= 3 min, s(t) =900 m
Segunda medicion: t,= 35 min, s(1,)=1300m
Tercera medicion: t,= 6 min, s(£,) =1525m
* De su casa a la primera medicién, el intervalo de tiempo es [ ; ]. La velocidad
en km/h, es
5o As _ st)=st)
Y At Z] = Io
* De la primera medicién a la segunda, el intervalo de tiempo es [ ; ]. La velocidad
en km/h, es
— _As _ s(t,) — s(t) N
V217 A L,— ¢
* De la segunda medicion a la tercera, el intervalo de tiempo es [ i ]. La velocidad
en km/h, es:
ae _g _ S(t3)"s(t2) _
3 At =1
Para calcular v, v, y v,, se usé la formula , y con ella se calculd la
velocidad de cambio en un intervalo de

Regresando con el problema de Ana, ella continta observando que los velocidades calculadas no
corresponden a las que marcaba su velocimetro, jpor qué?

Toma en cuenta que, la velocidad promedio de cambio se calcula para un de
tiempo, y cuando Ana ve su velocimetro, lo hace en un de tiempo.

Considerando lo anterior, para que la velocidad que calcula Ana y la velocidad que marca su veloci-
metro coincidan, ;qué se puede hacer?
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Ana tiene una idea, pues, se le ocurre que, si se reduce el intervalo de tiempo entre cada medicion,
la velocidad promedio se va aproximando a la velocidad que marca su velocimetro en un instante de
tiempo. ;Es correcta o incorrecta la idea de Ana? LPor qué?

Con los mismos datos, calcula la velocidad promedio de cambio, pero ahora, inicia con el intervalo
7,5 £,], luego para [rp, t,] y por Gtlimo para [7,, #]. Si la longitud del intervalo se reduce cada vez més, ;a
qué valor se aproxima Af?

De su casa a la tercera medicion, el intervalo de tiempo es [ ;

].
La variacion en el tiempo se representa como Af = t,—t,, donde ¢, se puede expresar como 7, = t, AL,
ipor qué?

La variacién en el desplazamiento con respecto al tiempo se puede representar como
As = s(t,) — s(t,) = s(t, + AD = 5(t,)

La velocidad en km/h, es:
__As _ s(t,+A)—s() b

V.=

. At
De su casa a la segunda medicion, el intervalo de tiempoes[ , .

La variacion en el tiempo se representa como At = t, = t,, donde ¢, se puede expresar como

L, =1,+ At, ;por qué?

La variacion en el desplazamiento con respecto al tiempo se representa como
As = s(t,) — s(t,) = s(t, + AD) — s(2,)
La velocidad en km/h, es:

. sty +AD —s(ty)
LY At

De su casa a la primera medicién, el intervalo de tiempoes|[ , ]

La variacion en el tiempo se representa como Ar = ¢, — 1., donde 1, se puede expresar como £, = t, + At,
(por qué?
La variacion en el desplazamiento con respecto al tiempo se representa como

As = s(t) — s(t,)) = s(t, + Af) — s(t,)

La velocidad en km/h, es:
As  s(t,+ A= (1) =

VT AL At

Para calcular las velocidades de cambio promedio v, v, ¥ ¥, en un intervalo de tiempo, se uso la
p u!a"—_.Ai— S(IO+Af)—.§‘(IO) - la £6 | *‘—E—-— S(f{)—S(ti.) . o
ormula ¥ = A7 , que es equivalente a la formula v Al —*—rf_ . Lpor qué?
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. Definicion de velocidad de cambio promedio

- Sea s(#) la funcién que proporciona la posicion de un objeto en el instante 7 = ¢, Entonces, la ve- |

- locidad de cambio promedio en un intervalo de tiempo [z, , #,+ At], donde Az > 0, se define como
‘ __ cambio en la posicion (1, + At) = s(1,)
VT cambioen el tiempo At

Si Ana continfia reduciendo el intervalo de tiempo hasta hacerlo infinitamente pequefio, ;qué velo-
cidad obtendria? . Es decir, cuan-
do el tiempo 7, = 0 minutos, la velocidad que marca su velocimetro es de km/h.

Ahora, si partimos del intervalo [z, 7], el cual se puede escribir como [7,, t, + Ar]. y si hacemos que
At — 0, se espera que la velocidad que se obtenga sea a la que marca el velocimetro en el
instante 7, = 3 minutos.

De igual forma, si partimos del intervalo [£,, £,]. el cual se puede escribir como [z, t,+ At], y si hace-
mos que A7 — 0, se espera que la velocidad que se obtenga sea a la que marca el velocimetro
en el instante 7, = 5 minutos.

A la velocidad que marca el velocimetro del automévil de Ana en un instante de tiempo, se le llama
velocidad instantanea.

; Definicion de velocidad instantinea

Sea s(7) la funcién que proporciona la posicién de un objeto en el instante 7 = t,- Entonces la velo-
cidad instantdnea de un objeto en el instante 7, se define como
s(t, + Af) — s(t,)
At
. Este limite es la derivada de Ia funcién posicion s(¢) en el instante de tiempo ¢ = ¢ s

v=lim v=lim
At—0 Ar—0

Para concluir con el caso de Ana, se tiene que dar respuesta a la pregunta, ;por qué la velocidad que
calcula y la velocidad que marca el velocimetro de su automévil no coinciden? Esto se debe a que la
velocidad de cambio promedio se obtiene para un de tiempo, y la velocidad instantdnea
se obtiene para un de tiempo. Veamos un ejemplo.

Una pelota es lanzada hacia arriba, y su posicién con
respecto al tiempo f estd dada por s(1) = 1 + 3.51 — 72,
donde s esta dada en metros y 7 en segundos.
Resolucion:
a) Determina la velocidad promedio de la pelota en los intervalos [0, 1], [1, 2], [2, 3]y [3, 3.5]

b) Usa los intervalos [2, 3], [2, 2.1], [2, 2.01], [2, 2.001] y [2, 2.0001] para aproximar la velocidad
promedio de la pelota a la velocidad instanténea en el instante ¢ = 2 segundos.

¢) Determina la velocidad instantdnea en el instante 7 = 2 segundos, y compara el resultado con el
inciso b).
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Resolucion
s(t, + Ar) — s(1,)

a) Determinar la velocidad promedio: v =

At
Intervalo de tiempo Velocidad promedio 5= s(1) —5(0) _ 35-1 —25
(segundos) (mls) et | 1
1<t<2 0.5 =il
2<t<3 -1.5
3<t<35 -3.0 _ $3)—s2) 25-4
vV=—70 = =-1.5
3—2 1
5(0)=1+3.5(0)— (02 =1
s()=1+3.50)— (1) =3.5 _ 535 -ds) 1~25 .
$(2)=1+3.5Q) - 2)*=4 LI 7 T T B

s(3)=1+3.53)- () =25
5(3.5)=1+3.5(3.5) — 3.5 =1

La velocidad positiva significa que el desplazamiento de la pelota es creciente “hacia arriba”, y
una velocidad negativa significa el desplazamiento es decreciente “hacia abajo™ (en el caso de un

automovil, la velocidad negativa significa que se desplaza a la izquierda, y la velocidad positiva
significa que se desplaza a la derecha).

b) Aproximar la velocidad promedio de la pelota a la velocidad instantinea en el instante ¢ = 2
segundos.
5(2.0001) =1+ 3.5(2.0001) — (2.0001)* = 3.99994999
$(2.001) =1+ 3.5(2.001) — (2.001)*> = 3.999499
5(2.01) =1+ 3.5(2.01) — (2.01)* = 3.9949

21y =1+3.5@2.1) — (2.1 = 3.94 #A -8 e 4

y= =15
5(2)=1+3502)- 272 =4 3-2 ‘
5(3)=1+3.53) - (3)*=2.5 __s@D-s@) 394-4 5.
T T
Intervalo de tiempo | Velocidad promedio
(seiindos) @als) "4 SO0~ s(2) 399494 A
2<t<3 -1.5 2.01-2 0.01 '
2=zl -0.6 _ s(2.001)—s5(2)  3.999499 — 4
2<1<2.01 20.51 ¥=""soot=2 ~_ omm U0
2<1<2.001 -0.501 ~ 5(2.0001)—s(2)  3.99994999 — 4
2<t<2.0001 -0.5001 V= 2.0001 -2 = 0.0001 =-0.5001

Observa que entre mas se reduce el intervalo, la velocidad promedio se aproxima a -0.5 m/s, es decir,
en el intervalo [2, 2.0001], la pelota va cayendo a una razén de medio metro por segundo.
L . . : . 8@t t AN —s(t) .
¢) Determinar la velocidad instantanea v = ;_!. im A en el instante 7 = 2 segundos
5(2)=1+3.52)-(2) =4
SC+AN=1+352 + A — (2 + AtY=1+7T +3.5At — 4— 4At — (AL): = 4 — 0.5At — (A1)?
$(2 + A1) — 5(2) =4 — 0.5At — (Af)* — (4) = -0.5At — (At)?
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S2+AN=s(2) -0.5M- (A

At At
S(2 + Af)—:5(2) )
v=[im e -=£l\£n’0 (-0.5—-An=-0.5

Ar—s{) I

=-0.5—-At

La velocidad instantanea de la pelota en el instante 7 = 2 segundos, es -0.5 m/s.

Como conclusién, la velocidad promedio en el intervalo [2, 2.0001] se aproxima al valor de la
velocidad instantdnea de la pelota en el instante 7 = 2 segundos.

Resolver el problema de la velocidad instantdnea, por tanto, significa obtener la derivada de la
funcion posicién s(#) en un instante de tiempo 7,. Pero también otra forma de llegar al mismo concepto
matematico de derivada de una funcién es resolviendo el problema de la recta tangente, como veremos
a continuacion.

&_@pmbiema de la recta tangente

A través del problema de la velocidad instantédnea se lleg6 a que ésta es la derivada de la funcion des-
plazamiento s5(#) en el instante f =7,. A continuacion, llegaremos a un resultado equivalente resolviendo
el problema de la recta tangente, es decir, que la pendiente de la recta tangente es la derivada en el
punto de tangencia P de la funcion y = f(7).

El problema de la recta tangente, consiste en trazar una recta tangente a una curva dada en un punto
especifico de ella, para ello, recordemos dos conceptos, el de recta secante y el de recta tangente a una
circunferencia.

La recta secante a una circunferencia, es la recta que corta a la circunferencia
en dos puntos.

La recta tangente a una circunferencia, es la recta que toca a la circunferencia
en un punto. Este punto se llama punto de tangencia.

El concepto de recta tangente esta defini-
do para una circunferencia, y se requiere ex-
tenderlo a un punto de una funcién.

Por ejemplo, la recta y = 1 se interseca con la funcién
Sx)=x*=2x*+1enlospuntosA( , ).B( , )yC( , ).La
rectay =1, jes tangente a f en el punto B(0, 1)?
;Por qué?

4 2
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Como podemos ver, hay puntos en los que no se sabe si es posible trazar un segmento de recta tan-
gente. A continuacion, se muestran otros casos donde no es posible saber si la recta es tangente en el
punto P de y = f(x).

o
Tlcaboinaiy

Entonces, ;como trazar una recta que sea tangente? Para ello, par-
tamos de la interpretacion grafica de la familia de rectas secantes a la
funcion £ las cuales tienen un punto P fijo en comin, y un punto Q, que
se va aproximando por la derecha (también se puede aproximar por la
izquierda), hasta coincidir. La recta resultante es la recta tangente en el
punto P de la funcion £,

A continuacion, a partir de un caso en particular, mostraremos el pro-
ceso para establecer la definicion de recta tangente en el punto P de £y su
ecuacion.Vamos a trazar la recta tangente a f(x) = x% en el punto P(-2, 4).
Para ello, iniciemos con el trazo de la recta secante que pasa por los puntos
P(-2, 4) y O(0, 0) de la funcién. Cuyas coordenadas son: =<2, y,~4,
%= U= 0,

La recta PQ tiene una variacién en x, Ax = R i

De donde x= x, + Ax, ;por qué?

Y también, tiene una variacién en y, Ay =y, =y, =
De donde v, = y,+ Ay, {por qué?

Recuerda que v, =f{(x), v, =f{(x,). pues son las imagenes de / evaluadas en X, Y X, respectivamente.
Por lo que Ay =y, — y,= f(xl) f(x ) =flx, + Ax) = f(x,) (Por qué?

Ay
A partir de la variacion en x y de y, se tiene la razon de cambio e cle f(x)=x? que es la pendiente
de la recta secante.

_cambio en la coordenada y _Ay Sx, +Ax) = f(x,) B

m
¢ camb10 en la coordenadax  Ax Ax
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Ahora, tracemos la recta secante a f(x) = x, que pasa por los puntos
P(-2,4)y O(-1,1), de donde x,= -2, y =4, x=-1, y=1.

fxg) =

Ay Ay =Ax)=

Ax =x— x,=

£, + Ax) = £(x,)
”f\.-. = ==

Ax

Luego, tracemos la recta secante a f{x) = x% que pasa por los puntos

3 19 o 9
P2.9Hy 0 [‘ 7, T] de donde X,= -2, P 4, X, = '7, W= T
flx,) =

S, + Ax)—flx,)=

Ax XX

Tk, + Ax) — fi(¥) [}
Ax i

m_ =

Observa que de una recta secante a otra, Ax se va aproximando a
cero, asi que, si continuamos este proceso de tal forma que Ax — 0, se
tiene la recta que es tangente a f(x) = x?en el punto P(-2, 4).

Mediante este ejemplo, hemos visto el proceso para trazar una recta
tangente a la funcién y = f(x) en el punto P(x,, f(x,)). Por otra parte,
(cudl es la ecuacion de la recta tangente?

s

De la recta tangente, se conoce el punto de tangencia 7(x, y,), y se puede calcular la pendiente m_
asi que la ecuacion a determinar es la punto-pendiente
xS ,".u: Ii"'T::m("“ = '\.IJ )

Esta ecuacion se puede transformar a la ecuacién pendiente ordenada al origen v = m.x +b,
haciendo /=-m_x +f(x ), donde y,=f(x,).

Para obtener la pendiente de la recta tangente m, . observa que al hacer que Ax — 0 en
f(x, + Ax) — f(x,) ; : 2
m,, = C —, la pendiente de la recta secante se aproxima a la pendiente de la recta
tangente. '

En la siguiente figura, observa el comportamiento de la pendiente de la recta secante.

X
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De lo anterior, se deduce que la condicion que debe satisfacer una recta para que sea tangente a
fx, + Ax) = f(x,)
Ax

vy = f(x) en el punto P(x,, f(x,)), es que su pendiente sea n1 = lim , y haciendo

h = Ax, se tiene la definicion de derivada en un punto.

Definicion de derivada de fen el punto P(x,, f(x,)) [

- Sea fdefinida sobre un intervalo abierto que contiene a x,. La derivada de f'en el punto Pl ), i
|

| representada por f'(x,), es

| ¢ fey t )~ f(xy) |
i h

x.)=lim*
£ = lim
si el limite existe.
= |

Determinemos la ecuacién de la recta tangente, para ello calculemos la derivada de f'en el punto
P(-2, 4) de f(x) = x*, es decir, la pendiente 7 de la recta tangente.

fx)=f-2)=4
flx, + Ax) = -2 + Ax) = (-2 + Ax)2 = 4 — 4Ax + (Ax)?
flx, + Ax) = fix,) = 4 — 4Ax + (Ax)? — 4 = 4Ax + (Ax)?

flx, +Av)—f(x,) -4Ax+(Ax)X
A = R =-4 + Ax

.. S, TaAry=1x). .
17109 = fmy S i 4+ ) = 4

Por lo que la derivada de f(x) = x* en el punto de P(-2, 4) es f (-2) = -4. Observa que /(-2) = m,_=-4.

Luego, la ordenada al origen es h=-m_ x - /(x )=-(-4)(-2) + 4 = -4. Por lo tanto, la ecuacién de la
recta tangente a f{(x) = x? en el punto P(-2, 4), es v = -4x — 4.

La ecuacion de la recta tangente a la gréfica de fen el punto Px,, f(x,)), es

Y =1 &) —x0) +f(x,)

siempre que f'(x,) exista.

Hemos resuelto el problema de la recta tangente y determinado su ecuacién, sin embargo, quedan
por responder las siguientes preguntas:

* (Como obtener la representacion grafica de la derivada de £?

* (Qué relacion hay entre la representacion gréafica de fcon la de /' ?
*  (En qué casos no existe la derivada de /?

*  ¢(Como determinar la ecuacion de la derivada de /?

Para obtener la representacién grafica de la derivada de f{x), regresemos al ejemplo de la funcién

Sy +h) —f(x,)
= :

f(x) = x% y determinenos f(x ) = ,l,m;'
) = (x,)
fxy +h)=(x P +2x,h + B
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Sx, + ) —fx) = () + 2%, h+ B — (X =2x,h + 1

flx,+ W) =fx,) 2x H+ R
h = H
flx, +h)=f(x,)
h

=0%.+h

£ =l = lim (25, +#) =23,

Ahora, usemos / (x,) = 2x_ y los puntos de tangencia P\(-2,4), P(-1,1), P(0,0), P,(1, 1) y P2, 4),
para tabular y graficar la derivada de f{x) = x%.

Gréficade f(x)=x"y de las Tabla de las pendientes de Graficas de:
rectas tangentes las rectas tangentes f)=x*y f'x)
. L) =m_=2x,

-2 -4
-1 -2
0 0
1

2 4

Observa que la representacion grafica de /' se obtiene al unir los
puntos 7(x .7 (x ) ). Es por ello que a la pendiente de la recta tangen-
te /m, . también se le llama derivada de f(x) en el punto de tangencia

P(x,, f(x,)-
~— I i

Actividad 2.1 I
Grafica la derivada de la funcién f(x) = x.
flx,)=
flx, +h)=
R, + ) =fx )=
S+ h)—f(x;)
R Tabla de la derivada de f Gréficas de:
e —fxy) = i pHe e L
; (I\'Il) al ’!’l_’l%l h a '\‘ll .f‘?{'v{;) = "”1-.::1 4
-3
3 2
-1
0 DS T R R I
1 2
2
3 -4

Con esto hemos dado respuesta a la primera pregunta, es decir, hemos obtenido la representacién
grafica de la derivada de /.
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2 pepiun

¢ Exploracién por la izquierda. Observa que las pendientes de las rectas tangentes, a medida que
se aproximan por la izquierda al punto P(0, 0), su valor se va haciendo infinitamente

*  Exploracién por la derecha. Observa que las pendientes de las rectas tangentes, a medida que
se aproximan por la derecha al punto P(0, 0), su valor se va haciendo infinitamente

F(0 +h)y—£(0)
De lo anterior, se deduce que el limite /(0)= .-[,il}? | Thwes decir, el limite no

En consecuencia, se dice que /' no es derivable en el punto P(0, 0), es decir, /' no estd definida en
%=1

Ay
Explora el valor de las pendientes de las rectas tangentes que

estan a la izquierda y a la derecha del punto P(0, 0), y usa lo
visto en la Actividad 2.1 para esbozar la grafica de 1

La representacion gréfica resultante debe corresponder a
1
{/ s X
F) = 3 —

A

Como conclusién de la Actividad 2.4, se tiene que la funcién f(x) = {x es continua en todo
punto de su dominio, sin embargo, no es derivable en el punto P(0, 0). Lo mismo pasa cuando en
el punto punto P de una funcién hay una punta o pico, como se muestra a continuacion.

y4 p v 4 P y A
4——/
P _ L//\L z/ .
VL £ o h L JC’ ¥

Ya vimos que si una funcién es continua en un punto, no necesariamente es derivable en dicho pun-
to. Ahora veamos que si una funcion es derivable en un punto, entonces es continua en dicho punto.

il
-

y X

 J X

. Si la derivada de f° (x,) existe, entonces fes continua en x,. ‘
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| Por demostar que }in&f(xu +h)=f(x,), parah £ 0
Sy +h)—f(x)
i :

Dado que f'(x,) existe, entonces f"(x,) = Al_{g
Por otra parte
foyth)=f(x,+h) = fx)+f(x)=h

Aplicando el limite cuando A—0
; (e +h) —fxy)
im s, + =t [ C LD

[ h(f (ry + f})r ASY, )]

(f (x, + h; —f(x(,)J +£(x,)

=lim
f—0

+1lim f(x,)

h—0

NUAL =1.2)

=lim A - lim

=0 B0\
=0- P+ x)
=f{x)

Por lo tanto, f'es continua en x,. Lo que se queria demostrar.

Fy

\ Demostracion

Del resultado anterior, toda funcion derivable en un punto es continua en dicho punto. Y si en x,
existe una discontinuidad, entonces la derivada no existe, como es ¢l caso de las siguientes represen-
taciones graficas.

yik yl\

»‘/& ]~
L y

Fxn X

Por lo que la derivada no existe, si:

* la funcién es discontinua en x,.

* la representacion grafica tiene una punta o pico en (g5 f(x,))-

* enun punto (x,, f(x,)) la recta tangente a f'es vertical.

Decimos que una funcién f es derivable en x, si f '(x,) existe. Mas ain, para una variable x,
una funcion es derivable en un intervalo ablerto (a, b) de su dominio, si f '(x) existe para cada x

€ (a, b). Cuando es derivable sobre todo el conjunto de los nimeros reales, diremos simplemente que
es derivable.
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Definicion de la derivada de un funcion f

|

La funcion 7' definida por la formula ;

S +h)—f() 1

L/ — “ 1

f@=lm——— |

es llamada la derivada de f'con respecto a x. |
|

El dominio de /' es el conjunto de todos los valores de x del dominio de fpara los cuales el limite |
existe.

| La derivada de una funcién ftiene diferentes representaciones, como:

o e B0 B0
¥, &), és g Ly

De aqui en adelante, por lo general, se utilizaran las dos primeras notaciones.

Por tltimo, para deteminar la ecuacion de la derivada de una funcién f(x), se debe usar la regla
de los cuatro pasos.

* Paso 1. Calcular f(x + h)
* Paso 2. Calcular la diferencia f{x + k) — f(x)

Jx+h)-fx)
h
fx+h)—fx)

* Paso 4. Calcular el limite }in&‘ A

* Paso 3. Calcular el cociente

La regla de los cuatro pasos la usamos para calcular la velocidad instantinea y para obtener la pen-
diente de la recta tangen en un punto de una funcion.

Regresando al ejemplo de la funcion f{x) = x2, calculemos la ecuacion de su derivada.

Ejemplo 2

Determina la ecuacion de la derivada de f(x) ?_1v
| Resolucion

* Paso l: f{x + h)=(x+ h)?>=x*+2xh + I

* Paso2:f(x+h) —fX)=x*+2xh+ P —x*=2xh+ I*
fx+h)—f(x) 2xh+h

03: n = h =

LD iy

= Pas
|
|« Paso 4:lim

fi—0

+h

Por lo tanto, la derivada de f(x) = x? es f(x) = 2x.

Determinar la ecuacion de la derivada de una funcién mediante la regla de los cuatros pasos no es
nada practico, ademas, se complica para algunas funciones. Existen formulas que facilitan el calculo

de la derivada, la cuales se pueden demostrar aplicando la definicion de derivada, como veremos en la
siguiente seccion.
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1. Observa la siguiente representacion grafica,

B 3 A y=fx)

A
=y

¥ 5 i

[
Y

o
=2 Indentifica los puntos en los que la pendiente de la recta tangente a f'es igual a cero,
Ejercicios es positiva, es negativa y en los que no esta definida (la derivada no existe).

2.1

2. Calcula la derivada de las funciones f(x) =x*+2x% g(x) =x* +2x+ 1 y h(x) =x°
+ 2x? — 5. Grafica las funciones f, g’y k' Si a una funcién le sumas o restas una
constante, ;cambia la representacion grafica de su derivada?

3. Calcula la derivada de la funcion h(x) = x°, y contintia derivando la funcién
resultante hasta que la derivada sea igual a cero. Cada vez que obtienes la derivada
de la funcién resultante, ;qué ocurre con el exponente?
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2.2 Derivadas de funciones algebraicas

Propésito

Calcula derivadas de funciones algebraicas
aplicando las reglas de derivacion.

En la seccion anterior se estudié el concepto de derivada, cémo interpretar este concepto como pen-
dientes y razones de cambio, asi como graficar las derivadas de funciones a partir de sus respectivas
gréaficas y se ha utilizado la definicion de derivada para calcular las derivadas de funciones definidas
mediante formulas. Sin embargo, como ya se expresé, no siempre lo anterior es sencillo de realizar, por
lo que en las siguientes secciones estudiaremos reglas de derivacion sin tener que acudir a los métodos
anteriores y que posibilitan calcular las derivadas de funciones algebraicas y trascendentes.

Ww La derivada de una funcion constante, del multiplo de una
funcion y de la potencia de una funcion

Si una funcién f(x) tiene un valor constante k, entonces es derivable y su funcién derivada es igual a
cero, es decir

f'k)=0

Ello es fécil de interpretar pues la pendiente en cualquier punto de un recta paralela al eje de las
abscisas es cero. Ejemplos:

a) £(0)=0 b) £1-5)=0 0 r/(v2)=0
Para la funcién f(x) = x, se tiene que / '(x) =1
s il RN L
En efecto, / '(x) = (x)' = jm B i k_r.r&z- =1

¢Cémo interpretar geométricamente la derivada en este caso?
Si consideramos la funcion f{x) = kx, con k un nimero real, entonces la derivada de 7(x) es
S')=(kx)'= k(x)'=k

De forma més general para la funcion g(x) = kf(x), donde k es un nimero real constante, si fx) es
derivable, la funcién g(x) también lo es y

g'0) = [kf(x)]'=k f(x)

Actividad 2.2 l

Para demostrar esta Gltima regla, analicemos si existe la derivada de g(x) y apliquemos las propiedades
de los limites

h) — =
}Eg[g(ﬁ ;)1 g _  lim [ffx + )h feN R

Luego existe g'(x) = [kf(x)]'= kf (x)

Es decir, las constantes pueden extraerse de la operacion de derivacion.
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Ejemplo 3

| Derivadas de funciones del tipo 7(x) = kx. J
Resolucion

a) Siy=3x,entonces y'=3x) =3(x)'=3(1)=3

b) Siflx)= "?;‘ , entonces f’(-—‘;*) = -% (x)'= -% ;

Consideremos ahora la funcion f{x) = x> y obtengamos su derivada.
R =% FhrEx)E+Hh=%) . (Qx+HH)
I =0 2= 13 == i =
reseE—s i L
Es decir, la funcion derivada de f(x) = x* es f(x) = 2x

Si para la funcién f{x) = x* se aplica el mismo procedimiento para obtener su derivada, se obtiene
£ =()'=3¢
Estos son casos particulares de una regla de derivacion que vamos a obtener para una funcién méas
general, a saber f{x) = x", con n un nimero natural. En ese caso, aplicamos la definicién de derivada y

Ry
FE=ty=lin——— @1)

Para continuar, utilicemos la descomposicion factorial

(x+h)" —x" = [(x+h) — x]-[(x+h) 7 + (x+h) 2R + (x+hy~*h? + + (xth)h2 + hm']

" (noveces) "

La cual es una generalizacion de los productos notables ya conocidos
@d=b=(a—b)at+tb) y

@ — b*=(a—b)(@+ 2ab + b?), cuando n toma los valores 203, a=x+h y b=x. En ese caso,
sustituyendo en la expresion (2.1), se tiene

- [(x +h—x)] [+ Ay + (e + By 2 x + (x + By 32+ (0 + AR 32 + ! ]

(x" ia y {1 h
li AlGe+ Ay + G+ Ry~ x + (o + Ay o (x+ B2 xr2 + x|
= lim
h—0 h

= E’ing [+ Ry + (x4 By x + (x + Y30 .4 (x + h)? xr 2 + xo! J

Ahora, aplicamos las propiedades del limite de la suma y producto de funciones; como 4 —0, se
obtiene
(xﬂ)f: [x [ n—z.x + x;;—3.x2 + . - " x.xu—z + x Jl‘"]

G)'=xml4xm £xmt 4 o B

“nvecesy "

Es decir, (x)' = nx*!

De esta forma obtenemos la regla de la derivada de la funcién x”, para cuando » es un entero positi-
vo. Mas adelante podremos generalizar esta formula para valores mas amplios de ».
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Calculo de derivada de funciones
. con expresiones del tipo x". gy
Resolucion

a) Sih(f)=1° entonces 4'(f) = 6f
3
b) Para g(s) = %53 Se tiene g'(S) = Ejrs2

¢) Sif(x)=(2x), entonces f(x) = [(2x)’]'= (2°%%)' = 8(x°)' = 8(3x2) = 24x?

’ 1. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

g | omeE e o Ary=ter
&

@, d) h@)=2V3x" e gx) = [%x) 5 ol % s

Ejerzcizcios 2. Si una funcién f{(x) estd dada por un monomio y su derivada es f (x) = 3x2, ;cual

serd la expresion de la funcion f(x)?

3. ¢Qué valor debe tener m en la funcion f(x) = 2x", si £ '(x) = 8x3?

m_rivada de la suma o resta de funciones

Hemos visto reglas de derivacion para funciones que son monomios, es decir cuyas expresiones alge-
braicas constan de un solo término. También es posible obtener reglas de derivacién cuando conside-
ramos las operaciones con funciones y comenzaremos con la derivada de la suma o resta de funciones.

Si f(x) y g(x) son funciones derivables, entonces la funcién h(x) = f(x) + g(x) es derivable y se
cumple

h'(x) = [f(x) + g)]"=f'(x) + g(x)
En efecto, al aplicar las propiedades de los limites

(F+g)x+h) - (f+g)x) - lim S +h)+gx+h)—f(x)—gk)

() + g)]' = lim > Jim h
i Jath)—f)+g+h)—gx) = f+h-fx) = gx+h—-gx)
= lim = lim + lim
h—=0 h h—0 h h—0 h

=f'x)+g'x)

De igual forma si A(x) = f(x) — g(x), entonces
h'(x) = [f(x) — gx)]' =1 "(x) — g'(x)

En términos abreviados se puede escribir (f + g)'=/"+ g’

Esta regla nos permite calcular con facilidad la derivada de una funcién polinomial, aplicando las
reglas estudiadas.
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Ejemplo 5

| Calculo de derivadas de funciones p()iinomialcs,v
| Resolucion

a) Sif{x)=x*—2x + 3, la funcién derivada es
Fx)=x*—2x+3)=0%)"-(2x)"+3) =3x*-2(1)=3x*-2

b) Sif(x)=28—3x% entonces f'(x)=(8 — 3x%)'=-3-5x* =-15x*

¢) Laderivada de A(x) = 10(3x> + 5x —2) es
h'(x) = [10(3x2 + 5x — 2)]"=10(3x + 5x — 2)"=10(6x + 5)

d) Seaf{x)=2x*—4x. Vamos a hallar en qué punto la tangente a la curva que representa esta funcion
es horizontal.

Sabemos que la derivada de una funcion representa la pendiente de
la recta tangente a la gréfica de la funcién en un punto determinado
i PGy 7.)-

Por tanto, como f '(x) = (2x* — 4x)' = 4x — 4 y la pendiente de una
recta horizontal es 0, hacemos f '(x) = 0, es decir 4x — 4 = 0, de
donde x = 1.

Esta es laabscisa x del punto en el cual la tangente es horizontal. Para
calcular y, sustituimos en la ecuacion f(x) = 2x*— 4x y obtenemos
Yo=(2)(1)—4=-2, luego en el punto P(1,-2) la tangente a la parabola
que representa esta funcion es horizontal y la ecuacion es y =-2.

1. Aplica la definicion de derivada y las propiedades de los limites para demostrar la
regla

(F=8i'=y=g
2. Hallar la derivada de la funcién f{x) =4x’—2x*+ 5x + 6
3. Silas funciones consideradas en cada caso son derivables, halle la funcién derivada

de:
a) y=x*-5 f) A(x)=100—10x?
' 9. . 5
s b) g(s)=3s+25-5 g y="tztoy+x+]
O ) y=5x2—2x+9 h) y = (2x) + 3x
= ghiag 1 3 i
Ejercicios d) y =§x3 7% i) h(f)=5(ar+ bt +c)
2.3 &) f(x)=2x1— x5 + 1] D) W)=+ mP+m

4. Halle al menos dos expresiones validas para la funcion f(x), sabiendo que:
a) f(x)=2x+3 b) f'(x)=8x—5 ¢) f (x)=9—-1/3

5. ¢Pueden dos funciones distintas tener una misma funcién derivada? Justifica tu
respuesta.

3
6. Sif(x)=xr—x+ 7 hallar en qué punto la tangente a la curva que representa esta

funcién es horizontal y representar graficamente.
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&Qerivada del producto de funciones

Al considerar el producto de dos funciones /'y g, por analogia a lo ya estudiado para la suma y resta de
funciones, pudiera pensarse que la derivada del producto de estas dos funciones es igual al producto de
las derivadas de cada una de ellas. Sin embargo, el siguiente ejemplo nos muestra que no es asi.

-

Actividad 2.3 I

Consideremos las funciones f(x) = x* y g(x) = x. Ambas son derivables y la funcién producto
h(x) = (1-g)(x) = fx)g(x) = x*

La derivada A'(x) = [f(x)'g(x)]’ de h(x) es

Por otra parte la derivada de f(x) = x* es y lade g(x)=xes

Por lo que el producto de las derivadas f '(x)-g'(x) es

Compara si son iguales.

Ya hemos comprobado que la derivada del producto de dos funciones no es el producto de las deri-
vadas de cada una de ellas. Tratemos entonces de encontrar una regla que permita calcular la derivada
del producto de dos funciones que sean derivables.

Sean f{(x) y g(x) dos funciones derivables y A(x) =f{(x)'g(x). Entonces

: h)—(f - AN - .
h'(x)=[ftx)-g(x)]’=;gg[(f g)(”}f ¢ g)<x)}=mf (x+h) g(x;h) 7) g(x)]

Con el objetivo de separar esa expresion en dos, aplicando las propiedades de los limites, y en las
que aparezcan las derivadas de cada una de las dos funciones, vamos a sumar y restar en el numerador

una misma expresion que de forma conveniente permita obtener en dos expresiones por separado la
derivada de cada una de las dos funciones fy g.

| SR gE+R)—f(x+ h)glx)+f(x+h)gx) —fx)gkx)
h'(x) = lim 7
| St h) [gx+h) - g(x)] + g(x) [ f(x + h) — f(x)]
= Jim 7
B fat+h)[g+h)—g®]| . |gx)[f+h)-f()]
= Jim h +lim 2

Si aplicamos las propiedades de los limites se tiene

[[g (x+h) —g(x)]] [[f(x + h) —f(x)]}
h h

+ lim

W) = im £+ ) fim

slimg(x+ h)

fi—0)

lim S 1)+ ) +1'() - lim g G + )

—+

=) g'®)+f'x) - gx)

Pues si /'y g son derivables, son continuas luego
lim fe+M)=f@) y limg@+h)=g()
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Asi, podemos concluir que

F(x) -g()]"=f (%) - g'(x) +f (x)" g(x)
Abreviadamente f-gl'=f-g'+f"g

Ejemplo 6

Célculo de derivadas del producto de |-‘unci-;}nch
Resolucién

a) Seaf(x)= (x> — 3)? para hallar f '(x) consideramos el producto de los dos binomios
£ =[02=3)2=3)]'= (32— 3)2x + 2x(x* — 3) = 4x(x> — 3)

b) Para h(x) = x*(4x +2), h'(x) = [x*(4x +2)]'=x2(4) + 2x(4x + 2) = 4x2 + 8x2+4x = 4x(3x + 1)

¢) Hallemos la derivada de A(x) = x"(ax + b), donde a y b son niimeros reales y 7 entero positivo.
h'(x)= x*(a) + nx""'(ax + b) = x'(ax + nax + nb)=x""[(n+ 1)ax + nb]

-

Actividad 2.4 I

La regla del producto puede aplicarse al producto de mas de dos funciones. Por ejemplo, para calcular
la derivada del producto de tres funciones se aplica dos veces la regla del producto.

[x)g(x)h(x)] = fx)[g(x) h(x)]" +
= + [ 1) g(x) h(x)
=flx)yg(x) h'(x) +flx) g (x)h(x) + f (x)g(x)h(x)

Para hallar la derivada del producto de tres funciones se aplica sucesivamente en cada uno de los tres
sumandos la derivada de una de las funciones por el producto de las otras dos, es decir

(fah)' = feh' + fa'h + £ 'ah.

1. Halla la funcion derivada de las siguientes funciones

' a) h(t)=>5(@ar + bt +c) b) y =x(2x*+1)(3x — 2)
1 ¢) g =C2-s)s-2) d) i =rRt+1)
O"d e) h(s)=(4s+2)’ ) g(x) = (' —2)(x*+4)
Ejercicios g) A(x) = mx(mx® — 1) h) u(W = @+ D@+t +1)
2.4 ) y=(+306 - 2x- 1) §) y=x(ax +b)

2. Halla la regla para la derivada del producto de 4 funciones.
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L Derivada del cociente de funciones

En las reglas de derivacion estudiadas hasta el momento hemos considerado que las funciones son
derivables, es decir que lo son sobre todo el conjunto de los nimeros reales. Para estudiar la regla co-
rrespondiente a la derivada del cociente de dos funciones, hay que tener en cuenta que la funcién que
aparece en el denominador sea diferente de cero y derivable en su dominio.

Para hallar la funcién derivada del cociente de dos funciones derivables, procedemos analogamente
a como se hizo para la regla del producto.

)

Sea h(x)= o, con g(x) # 0. Al aplicar la definicion de derivada, en este caso, se suma y resta en
el numerador la expresion /(x) ¢(x) y se obtiene

[M _.f_(ﬂ] [ g):ftx + h) — g(x + h):fix)

gt SO LEETED R glx + hy g(x)
s [g(x)] g z - i
{g(x)f(x + k) — f(x) g(x) + f(x) g(x) — g(x + h):f(x)]
. glx + h)-g(x)
= ln'-r.rtl; 4 J

Ahora si se aplican las propiedades del producto y cociente de limites

im [ g(x)flx + h; *_f(x)-g(x)} — Jim [f(x)- glx + h;)y —f(x)-g(x)]
P lim [gCc + 78]
gt PO gy iy (B 600
£0) Tim g + )
_ 80 ~fx)g'x)
£ g0

Y por tanto la regla para la derivada de un cociente de dos funciones resulta
['—f_{‘i]’— gx)-f(x) = fx) g 'x)
g(x) | g (x)

; ' If--,_g__lf;g_r .
£ =52 pla 0
£

Calculo de derivadas del cociente de funciones. J

1. Si h(x)— %,conxqél entonces A’ (x) = (1)(x—(2—(x+l)(l) = - z

—1y (x—1)?

Le(x)£0

En forma abreviada

Ejemplo 7

Resolucién

¥—3x+4 I

T —1 ,x;ﬁz,es

(2x-3)2x—1)-(*—3x+4)(2) (@P—6x—2x+3)—(2x>—6x+8) 242—2x—5
@x-1? - @2x—1y T =N

2. Laderivadade f(x)=

f@=
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A continuacion, veamos la relacién que hay entre la representacion grafica de f'con la de f".

L

Actividad 2.5 I

En la siguiente representacion gréfica se trazan rectas tangentes a /= x* — x* + 1 en los puntos
indicados, y se grafican algunos puntos P(xy, f(x,)), donde f(x ) = m,_.

d)

15 (1, (1) =

fa)=xt—x+1

(0, 70))
o] 0.5 P Y

1

=y

*¢-Lf1) 2§

Une los puntos e, o, <:, Cada punto representa las coordenadas (x,..f (x,)), por lo tanto, la grafica
trazada representa a la de £, la cual se representa con el simbolo /.

En la grafica de £, en que puntos de tangencia P(x,, f(x,)), las rectas tangentes tienen:
* pendiente positiva (recta creciente):
* pendiente negativa (recta decreciente):
* pendiente igual a cero (recta horizontal):

Identifica los intervalos donde la pendiente de fes negativa, en esos mismos intervalos, ;cuél es
el signode f'?

Identifica los intervalos donde la pendiente de fes positiva, en esos mismos intervalos, ;cuél es
el signode f'?
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Veamos un gjemplo en el que én un punto donde cambia la forma de la curva, la recta tangente tiene
pendiente igual a cero.

-

Actividad 2.6 \

Determina la derivada en el punto P(0, 0) de f{(x) = x°, si existe. Luego esboza la grafica de /.

Del punto de tangencia: x =0, /(0)=0
MO+ h)=
JO+h)—f(0)=

F(0+h)—f(0)
h

£ 0+h)—1(0)
f"[[}}=§|11|}" T ey

La derivada en el punto P(0, 0) de f(x)=x esf(0)=

Explora el valor de las pendientes de las rectas tangentes que estan 124
a la izquierda y a la derecha del punto P(0, 0), y usa lo visto en la
Actividad 2.1 para esbozar la grafica de £

La representacion grafica resultante debe corresponder a 7'(x) = -Jg—

v =

&

Veamos un caso en el que no existe la derivada de f; en un punto en el que puede haber una recta
tangente vertical, y como ya sabemos, para esta recta no esta definida la pendiente.

-

Actividad 2.7 l

Determina la derivada en el punto P(0, 0) de f(x) = {x , si existe. Luego esboza la grafica de /',

Del punto de tangencia: x =0, /(0)=0
f0+h)=
SO +h)=f(0)=

O+ h)—£(0)
e

) FO+ h)y—1(0)
£(0)= Iil_Ll ——

Como resultado se obtiene una indeterminacion de la forma l Por lo que hay que explorar las

pendientes de las rectas tangentes proximas al punto P(0, 0).
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Ya hemos demostrado anteriormente una regla para la derivada de la funcion x”, cuando » es un
niimero entero positivo. Apliquemos ahora la regla del cociente para investigar qué pasa cuando con-
sideramos el exponente un niimero entero negativo.

L

Actividad 2.8 '

Sea h(x) = x", con m un niimero entero negativo. Siempre podemos encontrar un niimero # entero
positivo, tal que n = -m.

Entonces se tiene h(x) = x"= x"= , con 1 entero positivo.

Apliquemos ahora la regla de la derivada del cociente de funciones a la funcién obtenida
1 ’

hr(x) = (;] = = ( ) x—zn= _nx—n—l e mxm—l

Por tanto, (x")" = nx"" sea n un nimero entero positivo o negativo.

De hecho, este resultado también es valido cuando » es un niimero racional, lo cual demostraremos
mas adelante en esta unidad. Es decir,

(x)'=nx"', n un niimero racional

Asi, tendremos, por ejemplo, que

x?) =22 y (\[;)': [x%]; %x'”‘?:%

1. Calcular las derivadas de las siguientes funciones, aplicando las reglas de derivacion
estudiadas 34
+
a) f(x)= x5x23 ® =257
3 —
b) =3 b) W)= @+ 1y
+
¥ |00 i) y=ax +4x
[ f
Od i g : _Xta
il ) Y= s L=
Ejercicios s e
25 X i
—3xVx
e) h(x)= 3—27—— k) f(x) :%’i
1.2 3
B y:l_[_+_2+_3] ) ge)=Vx+3V
X X
2. Sih(x)=Vx- f(x)y se sabe que h(1) = 6 y h(1) = 6, halla el valor de £ (1).
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&La derivada de funciones compuestas: regla de la cadena

Recordemos el concepto ya estudiado de una funcion compuesta. Si consideramos por ejemplo la
funcidn A(x) = Vx*— 1, esta puede considerarse como que se aplica en primer lugar f(x) =x*— 1,y
posteriormente la funcién g(s) = Vs, con s = f(x) = x* — 1, para lo cual debe cumplirse s = 0 y por
tanto x* — 1> 0, para que la funcién g tenga sentido. En ese caso hablamos de A(x) como la funcion
compuesta de g con /'y se escribe (go/)(x) o g[f(x)].

‘ —> h(x) = (g )x) = glfx)]

Dom f Rango f < Dom g Rango g

De manera general, sean 'y g dos funciones algebraicas o trascendentes tales que el Rango de festa
contenido en el Dominio de g, es decir Rango /< Dom g. En ese caso es posible hablar de la funcién
compuesta (go/)(x) al evaluar la funcién g en la imagen de x por f'y se tiene

(g2/)(x) = glf(x)], donde (gf) : Dom f— Rango g

Cuando estudiamos la regla de la derivada del producto de dos funciones vimos que este no es i gual
al producto de las derivadas de cada una de ellas. Como veremos la derivada de la funcién compuesta
si es el producto de las derivadas de cada una de las funciones; solo que, hay que tener en cuenta en
dénde se evaliia cada funcion derivada.

Vamos a partir de un ejemplo para buscar una regla para la derivada de una funcién compuesta. Para
ello tomemos la funcién A(x) = (x> + 1) la que podemos considerar que se obtiene a partir de la compo-
sicion de las dos funciones g(x) =x? y f(x) = x> + 1, es decir A(x) = g[f(x)]. Obtengamos la derivada de
h(x) a partir de la derivada de un producto de funciones, es decir el producto (x> + 1)(x? + 1). Entonces

Rx) = [+ 1P]'= [(x* + 1) (2 + )] = 2x(2 + 1) + (8 + 1)(2x) = 4x(x + 1)
Si consideramos ahora la funcién g(x) = (x* + 1)’ y aplicamos nuevamente la regla del producto,
obtenemos
g) =[O +1P]'=[(*+ 1>+ 1)]'= (2 + 1) (2x) + [(* + D] (x> + 1)
= 2x(x* + 1)? + [4x(x? + )] (2 + 1) = 2x( + 1)? + 4x(x® +1)* = 6x(x + 1)2

Analogamente, para k(x) = [(x* + 1)*] obtenemos k'(x) = [(x* + 1)*]" = 8x(x2 + 1)* = 4(2x)- (x> + 1)%.

Analicemos los resultados obtenidos
h'(x) = [+ 12" =4x(x*+1) =22x)-(2+1)
g'00) = [(x* + 1)°]' = 6x(x + 1)> = 3(2x)- (x2 + 1)2
k'(x) = [+ 1)*]’ = 8x(x* + 1) = 4(2x)- (x> + 1)?

Ello sugiere que [(x* +1)"]"= n(x" + 1)"(x* + 1), y si asociamos esta expresion con la derivada de
la funcion v, entonces [(x*> + 1)7]"= (x2 + 1)"[(x2 + 1)7]".
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Como se puede apreciar la derivada de la funcion A(x) = (x> + 1) se obtuvo como el producto de las
derivadas de las funciones f(x) =x*+1 y g(s) =s% con s =f(x) = x2 + 1.

Sin embargo, no siempre es posible esta via utilizada. Por ejemplo, basta considerar, en el ejemplo
anterior, en lugar de g(s) = 5% la funcion g(x) = Vx y la funcién compuesta es

h(x) = (g2f )x) = glf(0)] =Va* +1

Para hallar la derivada de la funcién compuesta A(x) = Vx>+1 no es posible aplicar la regla del
producto ni ninguna de las estudiadas hasta el momento, pero los ejemplos anteriores sugieren,
como resultado, una expresion en la que estén las derivadas de las funciones que originan la funcién
compuesta. Por ello, basados en ese resultado, vamos a buscar una expresién que permita hallar la
derivada de una funcién compuesta en general.

Sea f(x) una funcion derivable en x y g(x) una funcién derivable en f{(x). Consideremos la funcién
compuesta g[f(x)] y de acuerdo con la definicién de derivada

€ NEx+h—-(g=f)&)

(g (f ()]'= lim >
(BN EHN =@ N @] [ +h) /()]
0 Fa+h)—f()] - h

Como se observa, se ha multiplicado y dividido por una expresion conveniente, [f(x + k) — f(x)], ya
que como sugieren los ejemplos vistos anteriormente, en los resultados est4 la derivada de la funcion £

Nota que para ello es requisito que f(x + k) — f(x) # 0, y vamos a suponer de aqui en adelan-
te que f(x + h) # f(x), aunque esto no siempre se cumple, como, por ejemplo, para la funcion
constante f(x) =c¢, f(x + h) = f(x) = c, para cualquier valor de A. Partiendo de esta restriccién
entonces tendremos que para valores pequefios de A, f(x + k) # f(x), luego es vélido multiplicar
y dividir por [f{x+h)-f(x)]. Como f es derivable, es continua y por tanto [f(x + k) — f(x)]—0,
cuando ~—0. En ese caso, aplicando las propiedades de los limites y haciendo k = f(x + h) — f(x)

SUGHRI-gU@] | fa+h)=1e)
fG+D) =) o h
/@+RI-glf @] G+ h)—f)
(&) @)= fim i L o) £

h—0

[2 ¢ @)]'= Jim

Una demostracion mas detallada en cursos avanzados de calculo permite obtener el mismo resultado
sin necesidad de la restriccion anterior.

Ahora podemos enunciar, en general, la regla para la derivada de una funcién compuesta o
regla de la cadena. Si fes derivable en x y g en f(x), entonces la funcién compuesta definida
mediante (g°f')(x) = g[f(x)]. es derivable en x, y

(&) (x) =g )] -f '(x)

Se denomina regla de la cadena ya que es el producto de la derivada de la primera funcién evaluada
en la segunda, por la derivada de la segunda funcién. En simbolos

&f)'=gNs’
De igual forma si f'es derivable en x, g en f(x) y & en g[f(x)], entonces
(hegef)'(x) = h'(@[f(x)]) g I ()] -f '(x)
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m Calculo de derivadas de funciones compuestas. J

a) Sif(x)=vVx y g(s) = (s + 3)’, la funcién compuesta es (g°f )(x) = g[f(x)] = [\E + 3]3 y
- L an] . (\G-‘- 3]2
(BefT )= 3[\[; +3] (Ex ]— o
b) La funcion 4 (x) = \.’(xTZ)2 es la composicién de (s) = Vs? ys=gkx)=x>-2.

2 4x
Entonces h'(x)=—= (x2—=2)1% (2x)=
=T -2

c) Sean h(u) = %,u(s) =52+ 1,s(x)=VYx— 2, entonces hlu(s(x))] = y( x— 2)2 +1y

, 2, 15 x (Vx-2)
el e
" A
i Actividad 2.9 |

Sean las funciones f(x) = x* y g(x) = x — 4. Vamos a calcular la derivada de gof.

(& )) = glfx)] = glx*] = - Luego la derivada (g2/)'(x) =
Ahora, calculemos (f°g)(x) y su derivada
(Fg)x) = , entonces (fg)'(x) =

Compara ambos resultados. ;A qué conclusion llegas?

1. Halla la derivada de la funcién f{x) = (x> — 3)? como funcién compuesta y como
producto de funciones. Compara.

2. Demuestra la regla para la derivada de la composicién de tres funciones, es decir,
que su derivada es la derivada de la primera funcién evaluada en la composicion
de las dos restantes, por la derivada de la segunda evaluada en la tercera, por la
derivada de la tercera.

' (hogf) =h'glf elis’
s 3. Sif(x)= i ; i , x#-1,y g(x)=Vx, halla la derivada de fog y de gof
O . 4. Halla la funcién derivada de cada una de las siguientes funciones
Ejercicios . —\
3 8) f()=(*~a) b) h(s) =(1+ 3x)
¢) g(x) = [1+ (x)']"2 d) y = (3x2 = Sx+ 1)
(s =2+1Y _ 2 {l=xp
€) f(x)—(W] D &) =—"7—
Sl
g)y=m h) f(x) = (x = 2) V¥ = 2x +1

_ 1 2
D W=t
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En lo estudiado hasta el momento, en el célculo de derivadas, hemos partido de funciones algebrai-
cas que son derivables en todo el eje real y, al aplicar las reglas de derivacion, se obtiene una funcién,
la funcién derivada, que permite calcular la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion
dada en cualquiera de sus puntos en los que es derivable.

Podemos, entonces, plantearnos calcular el valor de la derivada de una funcién en un punto espe-
cifico de su dominio en la que esta sea derivable. En ese caso, estaremos obteniendo la pendiente de la
recta tangente a la curva que representa esa funcion en el punto dado. Para ello, evaluamos la funcion
derivada en dicho punto.

Ejemplo 9
Sea la funcion f(x) = x*— 2x* + 2, hallemos la '
ecuacion de la recta tangente en el punto P(2.2) y g

para ello calculemos su derivada en x, = 2.

r ={y3I— Iy2 [ T S = 1
J'x) = (x*—2x? + 2)"=3x>— 4x, y para x = 2, se tiene I
| f12)=(3X2) —(2)(25) =12 ~-8=4, yA A
Asi, hemos hallado el valor de la pendiente de la tangente en el punto P(2, 2). 20- ;

Ahora podemos hallar la ecuacion de la recta tangente en ese punto .';[',(2 2)
a partir de la expresion y — y, = m-(x — x,). i + —
-10 ., 10 x

y=4x-6.]+-20

' Sustituyendo se obtiene y—2=4(x-2),0seay=4x—6.

Por tanto y = 4x — 6, es la recta tangente a la curva y = x3— 2x2 + 2, 4
en el punto P(2, 2), como se muestra en la grafica siguiente. ¥ Y

1. Hallar f(0) si
1 P
8) f(x)=5 (°~9) b) £ =2

) gx)=Vx*+3
2. Calcular el valor de la derivada, en los puntos dados, para la funcion
4
7 a) g(x)=x2—;-,enP(1,3)
& b) s(=(@—1)*,en P(0, 1)
O' g s i |
" s C) y= _\[_ ,enP(l,Z)
Ejercicios e 952
2.7 3. Halla en qué puntos de b la recta tangente es horizontal. ;Cudl es la
expresion algebraica de estas tangentes?

4. Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva.

x=2
a) y=g_gen el punto P(-1, 1)

b) y=x>+2x— 8 en el punto P(0, -8)
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&a derivada de funciones implicitas

A diferencia de la funcion y = 2x + 1, en la que aparece de forma explicita la relacion entre la variable
independiente y la dependiente, en una ecuacién como x>+ y?= 1, esto no ocurre y la relacion estd de
forma implicita. De hecho, al resolver esta ecuacién obtenemos, como solucién, dos relaciones entre x

yy queson y=v1—2x? , asicomo y=-V1—x ,-1<x<I.

Vamos a considerar a continuacion la ecuacién * +2)* —y + x> = 2. Siendo y una funcién de x, es
decir y = f(x). Esta ecuacién se puede escribir

P +2[f)F — flx) +x*=2

Pero vamos a calcular la derivada de y = f{x), suponiendo que es una funcién derivable, sin ocuparnos
en tratar de despejar inicialmente y = f(x) en dicha ecuacion. Para ello utilizamos la regla de la cadena.
En efecto, si derivamos en ambos miembros de la ecuacion

02—y ) ~@Q)
07’ +207)' -y + 26 =0
3y +4yy' =y +2x=0
Y3y +4y—-1)+2x=0
Si ahora despejamos y’ en dicha ecuacion
-2x

y (2.2)

Asi, hemos obtenido una expresion para la derivada de la funcién y = f{(x).

Observa que en la expresion de la derecha de dicha igualdad aparece, en el denominador, la expresi6n
genérica de la funcion y = f(x).

Si en particular, en ¢l ejemplo anterior y = f(x) = 3x + I, la expresién (2.2) estara dada por
-2x -2x

= =
Y 3Gk + 1P +4GxtD)~1  3Gx+12+12x+3

Este proceso de derivar en ambos lados de una ecuacion con respecto a la variable independiente,
sin buscar previamente la relacién explicita de la funcién con la variable independiente se denomina
derivacion implicita.

Ejemplo 10

Calculo de derivadas de funciones implicitas. J

1. Sea la ecuacién xy — x — 3y + 1= 0, donde y es derivable y funcién de x, es decir y = fx).
Derivemos respecto a x en cada miembro de la ecuacién aplicando la regla de la cadena

(y—x=3y+1)'=0'

Por tanto, (xy —x — 3y +1)"'=(xy)'—1 =3y'=y +xy'—1 —=3y’= 0. Si ahora despejamos '

s S0
y_x~3

| Derivadas: definicion, formulas y técnicas de derivacion | Unidad 2



Ahora podriamos dejar la expresion de la derivada sélo en términos de x. Si en la ecuacion

-1
xy —x — 3y + 1= 0 despejamos y como funcién de x, se tiene quey=;f3,[uego
x—1

1=y x-3 2
T x-3 x-3 (=3}
2. Dada la ecuacion y* + xy — xp* + x* = 0, si derivamos en forma implicita

0= +xy—n2+x)' =2y y'+y+xy' =y —xy - y'+ 2=y Qy+x—xp) +y -y +2
Yoy—2
2y—xy+x

X

Si se despeja y’ obtenemos y'=

Dicha expresion para la derivada es mucho mas dificil de obtener despejando y como funcién de
X, para derivar a continuacion.

3. Consideremos la ecuacion x* + y?= 16. Al derivar implicitamente, se obtiene 2x + 2y-y'= 0, de

X
donde y'=- g

Si nos proponemos obtener la expresion de la derivada en términos de x, al despejar y en la
ecuacion resultan dos funciones y = f(x) = V16 — x*, asi como y = g(x) = -V 16 — x> y ambas son
derivables para -4 <x < 4.

X
——— ,siy=fx)con-4<x<4
Por tanto y'=- —;— W
= ,siy=g(x)con-4<x<4
V16 — x2

1. Comprobar que para la funcion del Ejemplo 10, inciso 1, se obtiene la misma funcién
derivada aplicando la regla del cociente, una vez despejada y en funcion de x.

' 2. Siy=f(x)halla la derivada de y en

1 8) Gy+2P=x b) * + > =xy
O' c) x*’+3y'=x+5 d) 2xh2—6xy° =4 -8y
Ejercicios , . oo L= 1 ) .
2.8 3. Halla y' por derivacion implicita en x*y° — y — x = 0, evalua la derivada en x=0y

halla la ecuacién de la recta tangente en el punto P(0, 0).

4. Calcula la derivada de Vx + Vy =5y halla las ecuaciones de las tangentes a dicha
ecuacion en los puntos P(9, 4) y O(4, 9). Representa graficamente.

Aplicando la derivacién implicita vamos a continuar ampliando la regla de la derivada para la
funcion potencia x”, considerando ahora » un niimero racional.

Seay =x", conx > 0y n un nlimero racional cualquiera. Entonces también se cumple

=M=
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: - P £
Como # es racional, lo escribimos en la forma n = 7P >0,q+#0. Entonces y =x"=x" de donde

V=
Asi, derivando implicitamente y aplicando la regla de la cadena, como ¢ es un numero entero
el
(y7)' = (x7)' de donde q(x‘l *y'=pxP1, por lo que
pxp—l p xp_l _p ‘,,_1...!”2 p £—|

y': Eq—|=5 ﬂ_ax ‘?:Exff :nx"_l
o]

x7 x 49

Como se querfa demostrar, siendo » un nimero racional. De hecho, esta propiedad también es
valida cuando el exponente es un nimero real, como se demostrara en la seccion 2.3.4 al estudiar la
derivada de una funcién logaritmica.

LB Derivadas de orden superior

Al obtener la derivada de una funcion derivable / se obtiene otra funcién f7, la que también puede
ser derivable en su dominio. En ese caso podemos obtener la derivada de la funcion derivada, la que
denotaremos /"'y cuyo dominio se compone de todos los puntos en los que /” es derivable. A esta nueva
funcién la llamaremos segunda derivada de la funcién £

Un ejemplo muy simple puede ser la funcion f(x) = x*, para la cual f(x) = 3x%, que como sabemos
es derivable y en ese caso se obtiene la funcién f"(x) = 6x.

De igual forma se podrian obtener las siguientes funciones derivables, siempre que las obtenidas
también sean derivables. En el ejemplo anterior se obtiene la tercera derivada de 7, que es f"/(x) = 6.

Asi, denominamos en general derivadas de orden superior de una funcion, las sucesivas derivadas
de una funcién /'y se denotan /®(x) para significar la derivada de orden &, aunque para las primeras
derivadas se mantiene la notacién anterior.

| Calculo de derivadas de orden superior. q

1. Sif(x)=4x>—2x*+ 5x + 3, entonces
£1()=20x" — 83 + 5
F(x) = 8053 — 2412
f"(x) =240x* — 48x
F(x) = 480x — 48
FO(x) =480
fOx)=0

| ¢ Cual sera la expresion de fV(x)?

2. Sif™(x) =24 hallemos una expresién para la funcién f{(x).
[Ox)=24x +a
[Ox) = 12x*+ax+b
fx)= 4x3+%x2+bx +c

a b
flx)=x*+ Ex3 ix Exz +ex +d siendo a, b,c y d niimeros reales cualesquiera.
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Hemos visto como derivar una funcion de manera sucesiva, ahora relacionemos la representacién
grafica de una funcién con las representaciones graficas de sus derivadas sucesivas.

Actividad 2.10 I

En la siguiente representacion gréfica, identifica la grafica de la funcién £, £/, £"y de /"

€---->» ___
-~ - >

o
o
@
>,
c
=

(Qué forma tiene la representacion
grafica de £ 7

y

Velocidad y aceleracion

La derivada de una funcion y = s(f), como ya conoces, representa la razon de cambio instantanea de la
variable dependiente y respecto a la variable independiente «. Si la funcion derivada s'(¢), es derivable,
la segunda derivada s'(f), representa entonces la razén de cambio de s/(7) respecto a .

Cuando s5(7) esta dada por el trayecto recorrido de un objeto en un tiempo 7, entonces 5'(f) representa
la velocidad instantanea en el instante 7.
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Si 5(7) es la funcion posicién de un objeto, entonces la funcién velocidad intantanea v (7) en el ;
| instante ¢ es

| V() = s'(t) |
| |

La rapidez del objeto en el instante 7 es | v (1) |.

Y la segunda derivada s"(¢), como razén de cambio de la velocidad respecto al tiempo, es la acele-
racion del objeto en el instante 7. En esos casos se acostumbra a denominar a la segunda derivada por
la letra a, por ser la aceleracion.

1
Si ¥ (?) es la funcion velocidad de un objeto, entonces la funcién aceleracion a(f) en el instante ¢
esa(®)=v'(t)=s"(d)

m Cilculo de la velocidad y aceleracion. 4

Un vehiculo se desplaza a lo largo de una trayectoria horizontal descrita por la ecuacion
s(f) =213 — 612,
donde la distancia se mide en metros y el tiempo en segundos. Vamos a calcular la velocidad y la
aceleracion con que marcha a los 4 segundos.
Denotemos por A4 el vehiculo, entonces v=s®=6t2-12t y a,@®)=s"®=12t—-12
Entonces para ¢t = 4 segundos
v,(4)=5'4)=(6)(4*) — (12)(4) = 48 mls, y
a,(4)=s"(4)=(12)(4) — 12 =36 m/s en cada segundo.

Esto quiere decir que la velocidad cambia en 36 metros por segundo en cada segundo, lo cual se
| denota abreviadamente por 36 m/s>.

1. Hallar la segunda derivada de las funciones siguientes JFTT
a) h()=3(2- 1y b) y =" +16 o) foy =

2. Sih(x)=f(2x) calcula la derivada hasta el orden 4 de esta funcién. ;Podrias dar una
expresion para la derivada de orden n de la funcién h(x)?

' 3. Sikes un nimero real constante, jcudl serd la expresion de A®(x) = f'(kx)?

P 4. Hallar las derivadas y', y" de la funcién x*> — y* — 4x = -4 y el valor de estas en el
Od punto P(3, 1). ;Qué puedes decir sobre la recta tangente a la funcién en dicho punto?

1 . ;
5. (Puede la graficade y = 2 tener una tangente horizontal? Justifica tu respuesta.

Ejercicios ,
2.9 6. Laecuacion y= xi_l’ jtendra puntos en los que la tangente sea horizontal?
7. Una particula se desplaza seguin una recta y de acuerdo a la ecuacién
£ 37
=— =+ 8+1
s(1) 372 8¢

Calcula en qué tiempo la aceleracion instantdnea es 0 y a continuacion la distancia
recorrida, asi como su velocidad instantanea en ese momento.
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&Hamnes de cambio relacionadas

Hay problemas en las que dos o mds razones de cambio instantaneas estan relacionadas de forma expli-
cita o implicita, a través de una férmula o expresién matematica, y es posible determinar una de ¢llas
cuando se conocen las demas, tal como se muestra a continuacion.

Vamos a suponer que en un punto de riego de un cultivo, se esparce agua en
forma de circulo y el agua penetra hasta una profundidad / en la tierra, medida
desde la superficie, como se muestra en el esquema. El volumen de tierra que g
se beneficia viene dado por la férmula del cilindro, es decir, ¥ = n2h. Tanto el = B
volumen V' como el radio r y la profundidad /4 son variables que dependen del T
tiempo de riego, es decir V(1) = nr2(H)A(1).

Sus razones de cambio estéan relacionadas por la derivada de la expresién anterior
V(1) = [rr2()h(0)]" = 2mr(t)-r'(£)-h(t) + mr(t)-h (1)

Cuando tenemos dos o més cantidades relacionadas entre si, que varian con respecto a una misma
variable y se quiere obtener la razon de cambio de una de ellas respecto a la otra, decimos que tenemos
razones de cambio relacionadas.

Es decir, siy = y(s) y x =x(s) y existe una relacion entre x y y, si se quiere obtener la razén de
cambio de una respecto a la otra, hablamos de razones de cambio relacionadas.

Tal es el caso cuando el radio de una esfera varia respecto al tiempo, entonces el volumen de la
esfera también cambia respecto al tiempo y se desea conocer la razén de cambio del volumen respecto
al radio. Otro ejemplo es cuando en un terremoto se generan ondas circulares respecto al epicentro del
fenémeno, cuyos radios crecen en funcion del tiempo y se quiere conocer la razon de cambio del area
afectada con relacion al radio.

Ejemplo 13

(3]
o
@
=2
o
=

Dos motociclistas parten de un mismo punto de una ciudad, el
primero hacia el este a 45 km/h y el segundo hacia el sur a 40 km/h. g
Determina a qué velocidad se van separando ambos motociclistas.

Representemos graficamente la situacion planteada y recuerda que la
velocidad esta dada por v(f) = s/t y por tanto s = v¢, donde s es la distancia
recorrida en el tiempo ¢. 5o°
SBU o iy

'/’SAB(I)—.
Bt

c|l s A

-
-

El espacio recorrido y la velocidad dependen del tiempo transcurrido,
por lo que estas son dos variables relacionadas.

km
La distancia s recorrida por el motociclista 4 en un tiempo #, es s DH=45—"1,

h
y la recorrida por el motociclista B es s(0)=40 %ﬂ i

Por el teorema de Pitagéras, sabemos que 52, =52+ 52
[s sOF = [s (O + [s,(0]* = [45 - 11>+ [40 - 1]* = 20257 + 16007* = 3625
' Por tanto, la distancia entre los dos motociclistas en un tiempo 7 es 80 = V36252 =60.21.
- Y como la derivada de s respecto a 7 es la velocidad instanténea, se tiene que la velocidad a la que se

km
t&paran los dos motociclistas es Vv, (6 =602 e
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Actividad 2.11 I

Un comerciante vende un producto en la actualidad a $10 pesos, el cual tiene un incremento anual
de su precio en $1 peso. Con el precio actual vende 100 mil unidades, aunque la tendencia es que el
nimero de productos vendidos decrece cada afio en 5 mil. El comerciante desea conocer a qué razén
cambia el ingreso total y si este crece o decrece.

El ingreso viene dado por la formula / = Cp, donde C es la cantidad de unidades y p el precio. Como
las cantidades y el precio cambian con el tiempo, entonces /(r) = C(1)p(o).

La razén de cambio, como conoces, est4 dada por la derivada en este caso de I(¢). Si derivamos se
obtiene I'(f) =

Larazon de cambio del precio es p(f) = 1 y la de la cantidad de productos vendidos es

C (#) = -5 000, con valor negativo pues decrece la cantidad que se vende. Como la cantidad inicial
es (1)) = 100000 y el precio es p(z,) = 10, se tiene que

It)= =50 000.

El ingreso total esta creciendo, ya que la razén de cambio es positiva.

1. En una jugueteria el precio de un juguete es de $200 y se venden 200 por afio. Si
' el precio crece a razon de $12 pesos por afio y la venta del juguete crece a razon de
5 100 por afio, ja qué razén crece el ingreso?
O 2. Si se infla un globo de forma esférica halla la razén de cambio del volumen del
Ejercicios globo respecto al radio cuando este es de 10 cm. ;Cual serd la razén de cambio
" 210 cuando el radio es de 1 m?

Hasta aqui se han estudiado un conjunto de reglas de derivacion para las funciones algebraicas y
algunas de sus aplicaciones. A continuacién te resumimos las principales de estas reglas las que con su
utilizacion frecuente y su correcta interpretaciéon pueden fijarse en la memoria sin gran esfuerzo.

Resumen de las reglas de derivacion

| 1.8 /() = k, con k constante, /() = 0 5. [F®) 2] =1 @)ge) +1 () g @)
o f@x } ) g =) g'®)
2. () = 6. [g ® ZOT
3. [kfE0)' = kf () 7. (@) =g -£ )
A4 W] =) £ g () 8. [/ =~ () f ()

Para concluir esta seccion se relacionan ejercicios para aplicar las diferentes reglas de derivacion
estudiadas.

m Derivadas: definicion, formulas y técnicas de derivacion | Unidad 2
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o
Ejercicios
2.11

Calcular la derivada de

a) h(x)=Vx (4x +2) b) £ =@t +1)
2
¢) y=(2-3) d)h(s)z\,%sz
~3x\x
©) “(x)zzx\{gl f)f(x)=%
_3 3 _x+vVa
g) g(x)=Vx+33x h)y_d_:——ﬁ

Halla la ecuacién de la recta tangente a:
a) y =3x+2, en los puntos de abscisas x,=0, 1, 2. ;A qué conclusion llegas?

b) y=8Vx—2xenx,=1.

c) y= en x, = | y representa graficamente el resultado.

x+1]

Consideremos el drea de un circulo 4 como funcion de su radio, es decir A(r) = .
a) ;Qué representa la derivada de 4 respecto al radio?

b) ¢Si el radio del circulo aumenta 2 cm por segundo, entonces su superficie
aumenta 4mr por segundo?

¢) ¢Cual es la razén de cambio de la superficie del circulo a los 10 segundos?

Si un globo de forma esférica tiene un radio que aumenta a razén de 5 cm por
segundo, determina a qué razon esta creciendo su volumen.

Se lanza una piedra sobre el centro de un estanque de agua y con el impacto se forma
en ese instante una onda circular de 5 ¢m de radio, que comienza a expandirse a
razon de 2 cm/seg. (A qué velocidad estara creciendo el area del circulo?

Un reloj de arena es un instrumento, como el de la figura, que sirve para medir un
determinado intervalo de tiempo, desde el momento en que la arena comienza a
caer del recipiente superior al inferior, hasta que termina de hacerlo. Solo requiere
de la energia potencial de la gravedad para su funcionamiento y vuelve a funcionar
en cuanto se voltea dicho instrumento.

v
-

En un determinado reloj de arena el cono inferior tiene una altura 7 =16 cm y el
radio de la base es » = 4 ¢m. Si la arena cae formando un cono a razén de 2 cm®/min,
(eon que rapidez esta cayendo la arena cuando el cono que se forma inferiormente
semejante al de la base, tiene una altura de 5 cm?
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Actividad intermedia: v Vv

Trabajo en equipo g

Resuelve el siguiente problemario y realiza una autoevaluacién del aprendizaje logrado.

1. Expresa si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas

Afirmacion V/F

Si f(x) = %, entonces f '(x) = 3n2.

La funcion derivada de una funcién polinomio de un grado mayor que cero es un
grado menor a la funcion dada.

La derivada de un producto de funciones es el producto de las derivadas de cada
funcion.

Si la tangente a la grafica de y = f(x) es horizontal en X, entonces f(x,) = 0.

Si f'(x) = g'(x), entonces f(x) = g(x).

Si h(x) = g[f(x)], g(x) es derivable en f (%)) ¥ f'(x,) = 0, entonces A'(x,) = 0.

2. Calcula las siguientes derivadas:
a) f)=x" + 2 =3xi+ Ay £ 5
x> =3x+1

B e@==—
c) (ues)(x) siu(s)= Vs y s(x) =4x + 9 . Halla también (s°u)(x).
3. Elvalor de la derivada de f(x) = 32 - % enx, = 1 es:
D /W=  brm=3
c) ()= % d) Ninguno de estos valores. ;Ciial?
4. Halla la ecuacion de la recta tangente a y=Vx — 2 en X, =3 y haz la representacion grafica.
5. Siy=f{x), halla la derivada de x* —y —x = 0.
6. Un auto 4 se desplaza desde el sur a 30 km/h en un punto que estd a 3 km de una interseccién y

otro auto B desde el oeste a 40 km/h en otro punto situado a 4 km de la misma interseccion. LA qué
razon estd cambiando la distancia entre los dos autos?

‘ Derivadas: definicion, farmulas y técnicas de derivacion | Unidad 2



2.3 Derivadas de funciones trascendentes

En la segunda parte de esta unidad, hemos apren-

Propésito dido las reglas de derivacion para hallar la deri-
Calcula las derivadas de funciones vada de funciones algebraicas. Como sabemos,
trascendentes, aplicando las reglas de la unidad 1, ademas de las algebraicas estan las

de derivacion funciones trascendentes, es decir, las logaritmicas,

las exponenciales y las trigonométricas, por lo que
hallaremos reglas que nos permitan también deri-
var estas funciones, las que son continuas en sus
dominios.

m derivada de funciones trigopnométricas directas

En Matemdticas 11l se estudiaron las funciones trigonométricas, su periodicidad y representacion

grafica, asi como identidades trigonométricas fundamentales, todo lo cual debes repasar para avanzar
en lo que sigue.

Partimos de la funcién f(x) = sen x, la que sabemos es continua para todo niimero real y veremos que
también es derivable. Por la definicion de derivada, si aplicamos la identidad trigonométrica

sen(x + k) = sen x'cos s + cos x-sen A

ey = T sen(x + i) —sen x i sen x cos i+ cos x * sen s —sen x
x,)= = lim
07 o h h=s0 h
. _Ssenx-cosh—senx+cosx-senh  senx-cosh—senx . cosx-senh
= lim = lim +lim—————
=0 h h—0 h h—0 h
! W e .. §e
= lim sen x - lim———— + lim cos x * lim =senx - (0)+cosx-(I)=cos x
0 h—0) h =0 h—0
. . cosh—1 . senh X .
Teniendo en cuenta que }m(} SEEe S 0y Lm‘} e 1, como se demostrd en la unidad 1.
j—» W

Por tanto, f{x) = sen x es derivable y
(semx)'=cosx
Vamos a interpretar graficamente este resultado a partir de la grafica de la funcién f(x) = sen x.

Para ello calculemos la derivada de la funcién f{x) = sen x en varios valores de la variable indepen-
diente, por ejemplo en x = 0, x = /2 y x = =, para hallar el valor de la pendiente de la tangente a la
curva y = sen x en los puntos P (0, 0), P,(n/2, 1) y P(x, 0).

De esta manera obtenemos la representacion grafica que se muestra a continuacion.
fi Py(n/2, 1)

Obtenemos
£0) = cos(0) =1, f@/2) = cos(n/2) = 0 £(n) = cos(m) = -1
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¥ y ¥y
P, 1)?] 1 {Ps(m’z, 0) % - %1 -
<—+ f > §——— =i t >
T -1m x -t 4 w2 ow 2n i_l ® x
Pﬁ(n? "1)

Si se halla el valor de la derivada de la funcién f{x) = sen x en mas puntos del eje real, por ejemplo
para 7/6 y m/3 se obtienen los puntos P.(n/6, 1/2) y P(n/3, \3/2), se puede apreciar que se va descri-

biendo la gréafica de la funcion cos x.

Y
= senx
PO, ] 1

T & :
3 . : : :
g - s s
; . :
.4 - F ¥, = o
o . . w '
- I bt | (L Al k
- % - g ! -
; P (n/2, 0) :
y .
v % 2000 N
.
- -+ - "eie®

y =cosx P(m, -1)
Y

Actividad 2.12 ‘
Para obtener la derivada de la funcion f{x) = cos x, recordemos la identidad trigonométrica

cos(x + h) = cos x-cos 1 — sen x-sen h

Entonces

(cos x)'=lim = ¢os x-lim —sen x* lim
h—0 hi—0 =0

=cos x*(0) —sen x+(1) =-sen x

Por tanto
(cos x)'=-sen x

Utilizando las derivadas de las funciones seno y coseno es posible obtener la derivada de otras
funciones trigonométricas. Sea por ejemplo f{(x) = tan x. En ese caso, aplicando la regla del cociente

senx)’  [cosx - cosx] —[senx(-sen x)]  cos® x + sen’ x 1
cos® x cos® x cos? x

(tan x)’ =(

Ccos x

O lo que es lo mismo (tan x)'= sec* x

1. Comprueba que
f a) (cotx) =-csc?x
5 b) (sec x)'=sec x-tan x
O' ¢) (escx)’= -csc x-cotx
Ejercicios
212
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2. Halla las derivadas de las funciones siguientes

a) fixy=1—-senx b) A(t) = (3t — 2£%)cos ¢

B , q _sen’x
¢) g(x)=(senx—cosx) ) u(x) o
e) g(x)=(senx— cos x)? ) g(x)=3senx—3x

=3

g) h(x) =EOS%— h) f(x) =4 sen x-cos x
. _tanx . _ B 5
) ux)= oy J) g(x)=(cosx—2senx)

-4

L_Act‘.ividad 2.13 \

1
Vamos a hallar una ecuacién para la recta tangente a la curva dada por y =5 sen (2x—1)enel
1
punto P[E’ 0) y representar graficamente ambas curvas.

i 1 . ;
La derivada y'= y para el valor x; =5 se tiene y'= 1. Por tanto, la tangente tiene como
pendiente

(31
o
@
g
c
=

Ahora utilizamos y — y, = m(x — x,) para hallar la ecuacién de la tangente. Sustituyendo se obtiene
y =

Utilizando un graficador se puede ver el resultado obtenido

1
y=>sen 2x=1 1 LS

Hemos utilizado la regla de la cadena para hallar la derivada de funciones algebraicas, pero también
esta se aplica para funciones trascendentes que sean derivables, como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 14
Sea la funcion v(¢f) = sen(212 =21+ 1). #

| Consideremos g(u) = sen u, u(f) = 2t>— ¢ + 1. Ambas son funciones derivables y la expresion general
para la regla de la cadena (gof')' = g'[f]:f ', con f'y g derivables, nos permite calcular la derivada de
| v(£).

V'(f) = [sen (202 = 2+ 1)]' = [cos (22— 2t + 1)] - (41 =2) = (4¢ =2) cos (242 — 2t + 1)

Calculo | « Calculo diferencial por competencias |



1. Halla la derivada de:

a) y=tan5x b) v(£) =Vsent
c) v()=Vsen (32 +4t—2) d) y=2cot 2x
e) y=2cot[%x+2n] ) h(x)=cos x*
5' g) f(x)=cos’x h) £ (x) = cos 2x
O' i) y=3tan2x J) f(x)=cos?x—3cosx +x
Ejercicios
2.13 k) f(x)=cos® (2x) — 3 cos (2x) + 2x

: _ 3x
2. Calcular la derivada de f(x) = sen (x s 2]

3. Sea f(x) = sen x. Halla sucesivamente hasta el orden 8 las derivadas de f(x). ;Qué
puedes deducir del resultado?

4. (Cual debe ser la expresion de f®(x) si f(x) = 2sen x?

Formulas de derivacion para las funciones trigonométricas

(sen x)'=cos x (csc x)'=-cscx - cotx
(cos x)'=-sen x (sec x)'=sec x tan x
(tan x)'=sec? x (cot x)'=-csc? x

&.Lﬁa_derivada de funciones trignométricas inversas

Como conoces, si f(x) es una funcion, se llama funcién inversa o reciproca de £, y se denota f*, a otra
funcién que cumple que:

si f{a) = b, entonces f'(b) = a.
Dicho de otro modo, se cumple f[f(x)] =xy f[/'0)] =y
Es decir, una funcién deshace la accién de la otra.

Si f'es derivable y /' su funcion inversa también lo es, con /~'+# 0, entonces se cumple que
1
"(x) = —
T
Para demostrar esa afirmacion, vamos a partir de la igualdad y = f[f~'(y)]. Si derivamos en forma
implicita, aplicando la regla de la cadena, se tiene

=11 [ o)
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De donde
I=f"(x) - [(f ")'(V)]

1
@ == (23)
' *H'0)

Para continuar, analicemos primeramente si las funciones trigonométricas tienen una funcion inver-
sa. Como ya conoces, las funciones trigonométricas son funciones periédicas. Eso significa que para
un valor de x, existen un niimero infinito de imagenes, como se puede apreciar en su representacion
grafica. Tomemos por ejemplo la funcion f(x) = sen x.

T s

Ninguna de estas funciones periddicas es uno a uno, como se puede comprobar graficamente ya
que no pasan la prueba de la linea horizontal, por lo que en su dominio no tienen funcién inversa. Sin
embargo, se puede restringir su dominio para que si sean uno a uno.

Como son funciones peri6dicas, constan de un ciclo que se repite constantemente y por ello, para
considerar sus funciones inversas hay que restringir el dominio de las funciones trigonométricas a uno

" . T T .,
de esos ciclos, por ejemplo - > 0y 5> para la funcién sen x.

T T i i
Sea pues f(x) = sen x, con s = x5 e entonces la funcidn inversa /™' de sen x se denota por
y = arcsen x, lo cual significa que y es el valor del 4ngulo, medido en radianes, tal que sen y = x.

Como es la funcion inversa se cumple que (f° /")(x) = sen (arcsen x) = x.
Por ejemplo arcsen (1) = 7/2, ya que sen /2 =1 o arcsen (1/2) = n/6, pues sen n/6 = 1/2.
J(x) = arcsen x, tiene Dom f= {x € R | -1 < x<1} y Rango f= {x eER| -% L x< E}

2
como se puede apreciar en la grafica.

Y Yan

y=senx

y=arcsen x

R

X -1 1

L -71/2
y
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Para definir la inversa de la funcién coseno hay que restringir también su dominio y se define la
funcién inversa como y = arccos x.

Asi arccos (0) =1, pues cos 0 =1 y arccos (1/2) = /3, pues cos /3 =1/2.

Su dominio y rango son Dom f= {x € R|-1< x <1} y Rangof= {x € R| 0 < x <z} como se ilustra
en las figuras siguientes

A
-

! V = arccos x
\"- CoS X :
b
< +>
\ X
-1 4+ i}

L | -1 1
A

=Y

De forma similar se definen las funciones inversas de las restantes funciones trigonométricas, a
partir de restringir sus dominios para que dichas funciones tengan una funcién inversa.

Asi, f{x) = arctan x, es la funcion inversa de tan x, Dom f = R y Rango f = (-n/2, n/2) y f{(x) = arccot x, s
la funcién inversa de cotx. Dom f'= R y Rango f= (0, 7).

Para definir la funcion inversa de la funcion csc x, también hay restringir su dominio, pero esta funcion

en el intervalo (-n/2, n/2) tiene una asintota vertical en x = 0, pues csc x = y sen 0 = 0. Por eso, con-

en x

. ¥ s S T L . i
sideramos para la funcion cosecante como dominio restringido [— 5 0] U [0, 7] . El conjunto imagen

de la cosecante esta entre (-0, -1] y [1, +0), ya que [csc x| = ‘sen x{ =1,

De acuerdo con lo anterior el dominio de f{(x) = arccsc (x) es Dom f= (-, -1] U [, +0) y su rango

esta dado por Rango = [- %, 0) U (0, %] , como se puede apreciar en la figura siguiente.

y==Cscx a2 +

y=arccsc x
X

i - ! 1 I L 1
T T T

g 2 - E 1 2 3
-2
3 -1t/2

Anélogamente se obtiene para la funcién f{x) = arcsec x, que Dom f= (-, -1] U [1, +) y Rango
L= S (0 =
=2 &

m Derivadas: definicion, farmulas y técnicas de derivacion | Unidad 2
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Ejemplo 15

Calculemos sen|(arccos (_\-v
Siy=arccos (x) entonces x =cos y

' Sabemos que sen’y + cos® y = 1, luego cos y =\ 1 —sen?y
‘ x=cosy= V1- sen’y , de donde despejando sen y =V 1 — x2
' Por tanto, sen[arccos (@) =seny=vN1-x2

1. Determina el valor numérico de
) 4 4) !
5 a) arcsen [? b) arctan (-1) ¢) cos [arcsen [5]]
O 2. Determina a qué es igual
Ejercicios a) cos[arcsen (x)] b) cotfarccot (x)] c) tan[arccos (x)]
2.14

Hemos restringido el dominio de las funciones trigonométricas para definir sus funciones inversas.
A continuacién obtendremos reglas para las derivadas de las funciones trigonométricas inversas y
partiremos primeramente de la funcién y = arcsen (x), por lo que x = sen y. De la expresién (2.3)
obtenida al inicio de este epigrafe, si aplicamos la identidad sen? x+cos? x = 1, se tiene

. A e ) 1 _ 1
e C(seny)’ cosy VI-semy VI-x

Asi obtenemos la formula para la derivada de la funcién arcsen(x)

|
(arcsen x)'=—=——=,con-1<x<1
y )

Utilizando el mismo procedimiento se obtiene

(arccos x)'= .con-1<x<l1

-1
-
™ i—-

Actividad 2.14

Vamos a hallar la derivada de y = arctan (x), aplicando la identidad 1 + tan? x = sec? x

De acuerdo con la formula (2.3) para la derivada de la funcién inversa, se tiene
1 1

( ) sec?y a
¥ por tanto, como x = tan y, (arctan x)' =

y'=(arctan x)' =

1+x%
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Aplicando identidades trigonométricas que relacionen las correspondientes funciones triagonomé-
tricas directas es posible hallar férmulas para las demas derivadas de las funciones trigonométricas
inversas. Asi, se tiene la siguiente tabla.

Férmulas de derivacién para las funciones trigonométricas inversas
: 1 -1
: (arcsenx)'=ﬁ, con-1<x<lI (arcesc x)'= g\/x—l_—_l’ x| > 1
(arccos x)’ = con-1<x<] (arcs f 1 x| >1
- ; A<x resec x)' = ———,
V=22 VX2 =1
1 -1
| (arctanx)'=1+x2,xER (arccotx)'=]+x2,xeR

Aplica las reglas de derivacion, asi como las férmulas para derivar las funciones
' trigonométricas inversas para hallar la derivada de:

s a) y=x*arcsen (x)

O b) vy = arccos (mx?)
Ejercicios

2.15 ¢) y=[arctan (x)]*

v il 1
d) y—-Earcsen(xz]

&Lﬁderi\rada de la funcion exponencial

En los cursos anteriores has estudiado la potencia como la expresién a”, donde a es un namero real
positivo y n un numero racional. Mas recientemente hemos trabajado con expresiones como

fO)=x" v)=@20° o y=(senx)?,

entre otras, en las que la base de las potencias son funciones y el exponente es un niimero racional fijo.
Consideraremos ahora aquellas en las que la base es una constante y el exponente es variable. Para ello
tomemos un ejemplo que ilustra este tipo de situacion.

En microbiologia, el crecimiento se define como el incremento del niimero de células y la fision
binaria es un proceso por el cual una célula se divide y forma dos células iguales. Un cultivo de una
bacteria, por la fisién binaria, se duplica de manera regular durante un intervalo de tiempo determinado.

Representemos graficamente esta situacion, a partir de una tabla de valores, en el caso de una
bacteria cuyo proceso de fision binaria dura una hora, para apreciar su comportamiento, si se inicia
con una bacteria, momento en el cual se empieza a medir el tiempo que transcurre.
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P re T ks

Tiempo | Nimero de | Expresién " Y
(horas) | bacterias | matematica
0 1 2 5
1 2 2! 4 * (0, 22)
2 2
4 2 3
3 8 2
4 16 74 2 e (0,29
5 32 2 14 (0,20
6 64 z « e
7 128 27 Yy 1 2 3 4 x

Como se puede observar la expresion numérica de ese proceso nos conduce a considerar la relacion
N(?) = 2", donde N es el numero de bacterias que existen en el cultivo al cabo de las ¢ horas. ;Podrias
calcular cuantas bacterias tendra el cultivo al cabo de un dia?

Es decir, tenemos una funcion f{x) = 2%, toda vez que a cada valor de x, es decir de horas transcu-
rridas, le corresponde un Ginico valor de f{x), el nimero de bacterias.

A este tipo de funcion se le denomina funcion exponencial. Nota la diferencia entre la funcién
potencia donde la variable independiente es la base y la funcién exponencial, en la que la variable
independiente es el exponente.

variable

Sy =2 y glx)=x?

En el ejemplo anterior la variable independiente x representa un nimero entero positivo, las horas
transcurridas. Si de forma més general consideramos para f(x) = 2* como dominio el conjunto de los
nimeros racionales seguimos obteniendo una funcién cuya representacién grafica mantiene el mismo
comportamiento que el del ejemplo.

En efecto, para
x= 0.5, se tiene f(0.5) =22 =2 =1.4142...

x=1.5, se tiene f(1.5) =22 =22 =2.8284..

Asi, se obtiene la siguiente tabla, para algunos valores de x.

Valor de x Valor de f(x) = 2*
x=0.5 y=14142
x=15 y=2.8284
x=25 ¥ =5.65682
x=3.5 y=11.3137

De esta manera, para un nlimero racim‘}al cualquiera x, podemos escribir x = p/q, con p entero
y g entero positivo, luego, y = 2% = 20t =~27 |
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Para ampliar el dominio de f{x) = 2* al conjunto 2 “iy A _a
de los nimeros reales hay que dar un sentido, por i : e
ejemplo al valor 27, m = 3.14159..., es decir, cuando 10 T
el exponente es un namero irracional. 8 1

A ello se llega por un proceso de aproximacion. 6 j :'
La funcion f{x) = 2% asi definida, es creciente y [ e
como 3 <m <4, entonces debe ser 2° <27 <24, 4+

Como 3 < 3.1 < 3.14159... < 3.2 < 4, entonces 21 .
23 < 23l < In < 932 < D4 s X

‘= e ws i PR e
-8 6 -4 -2 2 4 6 8
Asi sucesivamente \J

23 < D3 < D3IM < PRML < PIMIS < < PIMIN. < < PIMI6 < D32 £ RIS < 932 < 94

Y por tanto se define 2%, como el nimero que esta entre todos esos valores que crecen y los que
decrecen.

Anélogamente se puede definir 2, para un nimero irracional cualquiera, como un proceso de apro-
Ximacion entre dos valores racionales,

De manera més general, sea f(x) = a* donde a es un nimero real positivo y x una variable que repre-
senta un namero real cualquiera. Ante todo, estamos considerando una funcion, ya que a cada valor de
x corresponde un solo valor de f(x).

A continuacion, se puede probar que esta funcion es uno a uno aplicando la prueba de la recta ho-
rizontal.

J(x) = a* se llama funcion exponencial de base a.
Dom f=Ry Rango f=R"

Para a < 1, la funcién f(x) = a* es decreciente y para a > 1 es creciente, como se puede apreciar en
el siguiente grafico.

Jky

=@, a=< 1 .'I = a’,a>1

A

Para g = 1, el comportamiento de esta funcion es diferente. ;Cual es la grafica de f(x) cuando a =1?
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m Calculo con funciones exponenciales. J

1. Hallemos el valor de una funcion exponencial en un determinado valor de la variable.
Si s(f) = 3°*1, entonces 5(2) = 32*1= 35 =243

2. Dada la funcién f(x) = 3*-!, determinar para qué valor de x, f{x) = 27.

En ese caso 3*-' = 27 = 3%, por lo que de acuerdo con las propiedades de la potenciax— 1 =3y
x=4,

1. Halla el valor de x en {

a) 3=8l ) B
g) &= Ll d) 52=25
4 o
S Q) (BDGY =5
O ' 2. (A qué nimero hay que elevar 4 V4 para obtener 647
chgcl'g'os 3. Sif(x) = ny, halla el valor de £(3)

4. Sigx)= [%]A , calcula g(-3).

5. En el ejemplo de la fision binaria de las bacterias descrito por la relacion N(f) = 2/,
¢qué tiempo en horas debe transcurrir para que ya sean 512 bacterias?

Para encontrar la derivada de la funcion exponencial f{x) = a* comencemos por aplicar la definicién
de derivada. Si esta funcion fes derivable en 0, se tiene entonces

Foh) = ath-g a(a"—1 (0+h) — 50
1= fig TG i S iy SOy O D e )
Es decir, Fe=@y=r0) « 2.4)

Ello significa que el valor de la derivada de a* es proporcional a la propia funcién a*. Sin embargo,
no conocemos si existe y el valor de /(0); pero este resultado sugiere preguntarnos si existira algin
valor de la base a para el cual f'sea derivable en cero y £(0) = 1, con lo cual tendriamos una funcién
cuya derivada es ella misma.

Para investigar esto hay que recordar primero que cualquiera sea el valor positivo que se tome
como la base a, la grafica de esta funcién pasa por el punto P(0, 1), ya que @° =1 y que £ (0) constituye
el valor de la pendiente de la tangente a la funcién y = a* en dicho punto.

Tomemos de nuevo la funcién f(x) = 2* y también la funcién g(x) = 3* y analizamos qué sucede
cuando consideramos las rectas secantes a estas funciones, determinadas por el punto P(0, 1) y otro
punto P(x, y) que se acerca a P(0, 1).

Vamos a representar graficamente esta situacion y observemos la tabla de valores que se muestra a
continuacién.
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Paray =2~

‘gaelzr ‘ﬁlzrzf"' P(x, ) Pendiente
3 8 (3. 8) m,=2.33
2 4 (2.4) m,= 1.5
1 2 1,2) m=1
0.5 V2 (0.5,1.4142) | m=0.8284
0.05 2 (0.05,1.03526) | m.=0.7052
0.005 | *N2 | (0.005,1.0034) | m,=0.6943
0.0005 | *N2 | (0.0005,1.0003) | m = 0.6932
Para y =3*
\éael;r \?l:rﬁe P(x,y) Pendiente
3 27 (3,27) m, = 8.67
2 9 2.9 m,=4
1 3 1,3) =3
0.5 V3 (0.5, 1.7320) m,=1.464
005 | A3 (0.05,1.0564) | m,=1.1293
0.005 | N3 | (0.005,1.0055) | m,=1.1016
0.0005 | V3 | (0.0005,1.0005) | m, = 1.0989

Como se puede apreciar de la tabla de valores, las pendientes de las tangentes a las funciones y = 2
y ¥ = 3" se aproximan a 0.69 y 1.10 respectivamente, en la medida en que nos acercamos a x = 0.

En el paso al limite, estos valores constituyen el valor de la derivada de estas dos funciones en el

punto x = 0. En efecto,

h_ 0

Paraa =2 se tiene f(0)= }1n3 ~ (.69
h 10

Para a = 3 se tiene f(0) =}lin§ o 1.10

Por tanto, debe existir un nimero real positivo entre 2 y 3 tal que. si este nimero se toma como base
de la funcién exponencial, la pendiente de la tangente a esa funcién en el punto P(0, 1) es uno. A ese
nimero se le representa por la letra e, denominado asi por el matemético suizo Leonard Euler y por lo
que también se le conoce por el niimero de Euler.
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De esta forma la grafica de y = ¢*, se encuentra entre las graficas de y = 2x y y = 3x, como se muestra
en la figura.

\"
v

-

Actividad 2.1 5'

s

El limite /'(0) = J}inol 5 quenos permitié obtener la expresion (2.4) para la funcién exponencial,

conduce a definir a e, precisamente como el nimero real tal que satisface la igualdad

=L
Ill—l:li-]l h w

que ya fue estudiado en la Unidad 1 y se puede utilizar esta expresion para obtener una aproximacion
del nimero e. Vamos a partir en la siguiente tabla de los valores 2.7 y 2.8, en la que se pueden
completar los datos mediante una calculadora.

@7 -1 .8y —1
h 7 A
0.1 1,044 1.084
0.01 0.998 1,034
0.001 0.993 1.030

Ello nos permite afirmar que el valor de e se encuentra entre 2.7 y 2.8. Un razonamiento similar si
hacemos otra tabla para valores entre 2.71 y 2.72, nos lleva a concluir que e esté entre 2.71 y 2.72,
y una tabla con valores entre 2.718 y 2.719 permite afirmar que e esta entre 2.718 y 2.719. Asi, se
pueden obtener sucesivamente cifras decimales para aproximar el niimero e y se tiene

e=2.718281828........
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El niimero e es un niimero irracional, como =, es decir que no se puede expresar como una razén de
dos nimeros enteros; o bien, que no puede ser representado por un niimero decimal exacto o un deci-
mal periddico. Pero también, como =, es un nimero trascendente, es decir, que no es raiz de ninguna
ecuacion algebraica con coeficientes racionales. El estudio de este comportamiento y del calculo de
cifras para e fue objeto de atencion por muchos matemaéticos durante siglos.

La ventaja de prestar particular atencion a este nimero e esta precisamente en que de acuerdo con
la expresion (2.4), confiere a la funcién exponencial la importante propiedad de que coincide con su
derivada, cuando la base es ¢, la que ser4 de mucha utilidad en lo adelante. Es decir

(e¥) = e*

Esto significa geométricamente que la pendiente de la recta tangente a la curva y = ¢, en cualquiera
de sus puntos coincide con la ordenada o segunda coordenada de dicho punto.

Vamos a aplicar este resultado al célculo de derivadas aplicando las reglas ya estudiadas.

Ejemplo 17 . ;
Calcular la derivada de: J

a) f(x)=xe
| (xe?) =xef+ef=(x+1)¢e

b) f(x)=e”
(e?)' =e? - (2x) = 2xe”
e —2
) f&)=—%
(€-2)_e@)-(-2)-2 2ax-D+4 (x-De+2
2x )’ 4x? B 4x2 RETE

1. ¢Puedes obtener la cuarta cifra decimal del nimero e, a partir de realizar una tabla

i como la de la Actividad 2.15?
05 2. Calcular la derivada de:
g a) b b) y=e™™ c) y=e'senx
Ejercicios L
2.17 d) y=xe*n* e) f(x)=(e¥+3)4 f) g(x)=senx - e~s~
g) h(x)=cos?x - e" h) f(x)=x*e*

3. Enel Ejemplo 15 inciso a) calculamos la derivada de f(x) = xe* y se obtuvo
F@=@+1e

Calcula la segunda y tercera derivada de f(x). ;A qué conclusion llegas y cual serd
la expresion de la derivada de orden n de esta funcion?

4. Determina una funcién f(x) tal que /*(x) = 2xe*.
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&Lﬁ derivada de la funcion logaritmica

Hemos estudiado la funcion derivada para las funciones algebraicas y dentro de las trascendentes
para las trigonométricas y la exponencial. Pudieras comprobar que ninguna de esas funciones tiene

como derivada a la funcion f(x) = e luego podemos preguntarnos si existira una funcion que tenga
: 1 ;

af(x)= ~ como derivada.
Para llegar a ello, vamos a retomar algunos conceptos fundamentales de la funcién logaritmo que

ya has estudiado.

Cuando consideramos la funcion y = a*, estamos partiendo de que x es la variable independiente y
» es funcién de x. Pero para un valor de y, podriamos preguntarnos ;a qué niimero hay que elevar a,
para obtener dicho niimero? Es decir, estariamos considerando a x como funcién de y.

Tal es el caso, por ejemplo, de la situacion inversa a la del ejemplo presentado sobre el cultivo de las
bacterias en la seccién 2.3.3, si quisieramos conocer al cabo de qué tiempo en horas el cultivo llegaria
a un numero determinado de bacterias.

La funcién exponencial y = a*,cona > 0 y a # |, es uno a uno y por lo tanto tiene funcién inversa,
a la cual se le denomina funcion logaritmo.

Es decir, six = @, cona > 0y a # 1, entonces la funcién logaritmo es la que hace corresponder a
cada numero real x dado, el nimero y al cual hay que elevar a para obtener x. En simbolos

y=logx, siysolosix=a¢",cona>0ya#l
Asi por ejemplo log; 81 =4, ya que 3* = 81 y log, 0.25 = -2, pues 2 = 0.25

La funci6n logaritmo, para a > 1, es creciente al igual que la funcién exponencial. Para a < 1 es
decreciente.

Su dominio es (0, ©©) y su rango es R.

Su grafica es simétrica a la de y = &*, respecto a la recta y = x, como se puede apreciar en la figura,
para a > 1. Para a < 1, también es simétrica a y = @', ;respecto a qué recta?

Todas las gréficas de la funcion logaritmo pasan por el punto P(1, 0) pues log 1=0

y=at g
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Actividad 2.16 I

Completa las tablas que aparecen a continuacion para las funciones y = log, ,x y para y = -2—) para

comprobar la simetria de la funcion logaritmo respecto a la funcién exponencial. Traza las graficas
correspondientes, asi como la del eje de simetria.

¥ :(%] y=log,,x 20 4
15
x y X y L 3=y
3 s - .
4 3
&) a] — 5
0 1
0.5 1 TR 5 1p 15 20 25 30
0.25 5
3 3
10 : {
A |

=
=,
a
)

a
n

A partir de las propiedades de la funcién exponencial se pueden demostrar las siguientes propieda-
des fundamentales de la funcién logaritmo:

1. Logaritmo de un producto 3. Logaritmo de una potencia
log, (x - y)=log, x +log y log, x"=nlog, x

2. Logaritmo de un cociente 4. Logaritmo de una raiz
]ug”' :_]: log, x—log y log, Vx -% log, x

Demostremos la primera de estas propiedades

Sean log, x=X, log, y= Yentonces x=a", y=a’. Siaplicamos la propiedad del producto de potencias
setienex - y=a"- a"=a"", luego por definicién de logaritmo log, (x - ) =X+ ¥ = log, x + log, y.

1. ;Cudl es el valor de

' a) log, 243 b) log 625 ¢) log,, 0.001
q
O‘ d) log,,1 e) loga a>0 ) logs\fﬁ

Ejercicios | 2- ¢Sia>0,aquéesigual log, a*?

2.18 3. Calcula, aplicando las propiedades de los logaritmos
a) log, 25% b) log, 64 +log, 36 ¢) log, 160 — log, 5
log,, 100000 2log, 9 — log, 27
log,, 100 © log, 2
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Para obtener la derivada de la funcién logaritmo obtengamos primero la derivada en el caso de
que a sea el nimero de Euler e. Al logaritmo de base e, se le denomina logaritmo natural o también
logaritmo neperiano, por haber sido definido por primera vez por el matematico escosés John Napier
y se le denota por las siglas In.

Sea pues y = In x, es decir e* = x. Nota que parax =e¢, In ¢ = 1. Entonces por la definicion de derivada
o) i)
In(x+h)—Inx " 3 n X

(Inx)"=lim 7 = lim———"=lim —

Ahora aplicamos las propiedades de los logaritmos y multiplicamos y dividimos convenientemente
por x en el denominador, ya que x # 0.

1n[1+§) 1 1 h)_1 h

r1s W . e T 5

(Inx)—l!:]—l:g xh ‘—x!‘l_l.'lghln(]'i'x]_kanln(]"'x)
X x

Si aplicamos las propiedades del logaritmo y los limites, asi como que la funcién logaritmo es
continua se cumple

h i | : h?x? i s 1 || _

ln(l+;] —}-ln{hm(l+—) ]—;lnllml-i- =—-lne=

Lz 1
Inx)' ==<1im — =
( ) x hi—0 X h—0 l X X

Para llegar a ese resultado hemos utilizado la expresion estudiada en la Unidad 1 denominada limite
1L
fundamental algebraico y que expresa que linnl (l+x)'=e
. 1
De esta forma hemos obtenido una funcién cuya derivada es la funcién f(x) = i Es decir, para

JC>0 1
(Inx)'=—
X

En la seccién 2.2.6 se obtuvo que la derivada de la funcién f(x) = x”, es también f/(x) = nx"",
cuando » es un nimero racional. Vamos ahora a utilizar el resultado anterior de la derivada de la
funcién logaritmo para obtener el mismo resultado cuando se considera un nimero real cualquiera
como exponente.

Sea y = x*, de base x positiva y k un nimero real, entonces In y =lnx*=kInx y por la definicién de
logaritmo y = ef'n*

Ahora derivamos aplicando la regla de la cadena y obtenemos

kY (k k
[ g— Ainxyr— Lklnx . f— pknx| —| =] —]|. oy tatty] [RESC SXI -1
y' =(gth*)'=¢ (klnx)'=e (x) [x) y (x) xF= et
Por tanto (x*)"= kx*~! para k un nimero real cualquiera y base positiva.

De igual manera se obtiene la derivada de la funcidn exponencial de base general a > 0, a partir de
la obtenida para la de base e, como haremos a continuacién, es decir

() = (In a)a*
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Actividad 2.17 '

Sea y = a*, entonces In y = In ¢*= xIna, de donde a* = ¢! )

Aplicando la regla de la cadena, se obtiene

Si ahora sustituimos e, obtenemos

Y por tanto (a*)' = (In a)a".

La expresion obtenida In a se corresponde con el factor 1/(0) de la expresién 2.4 en la seccién 2.3.3,
que para el caso en que la base a = ¢, entonces

Analogamente se puede obtener, aplicando la regla de la cadena, que si a es un nimero positivo y
u(x) derivable, entonces

( a”("))'= (ltl a) gt (x)

Ejemplo 18

. Derivada de funciones exponenciales. J

1. Sif(x)=x",entonces f'(x) = (x*%)" =5 -x¥3!
‘ 2. La funcién derivadade y=(\5) es y'=[(V5)]'= (InV5)(¥5)'

\ 3. Seay=5%-1, entoncesy'=[54*V]'=(In5) - [5* ~]-(2x) = 2(In 5) x5¢* -V

Finalmente, para obtener la derivada de la funcion logaritmo cuando la base es un niimero positivo

a # 1, obtenemos primero la relacion entre el logaritmo de base a y el logaritmo natural.
Siy = log x, entonces ¢ = x . Entonces |
nx

HE .. -
Ine =ylna=Inx, de donde y= Tna Si sustituimos y entonces log x = T

Esta Gltima expresion nos muestra que basta trabajar con el logaritmo natural o de base ¢, ya que

X ; st 1
cualquier logaritmo en otra base a se transforma en el de base e multiplicando por el factor e

s 7 4 1
En particular si x = e, se tiene que log e = e

Utilizando esa expresion vamos a obtener la derivada de log X

1 1 1 1 loge

Inx})’ 1 - _ i
(Iog“x)_[lnaj _m(lnx)_lna x Ina x  x

I log e
De esta manera (log x)'=——=—"—
a (Ina)x k-
Si en la expresion anterior se considera la funcién compuesta log u(x) y se aplica la regla de la
cadena se obtiene
log e u'(x)

i a) u(x)

[log, u(x)]"=
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Actividad 2.18

h(x) =

Sea h(x) =+ log,, x , que es la funcién compuesta de s(u) = y u(x)=

] |
* [log,, x]’ =3 [log,,x]"2 -

De donde A'(x) =

1
ZVlogmx . -

Vamos a resumir también las reglas méas importantes estudiadas para la derivada de las funciones
exponencial y logaritmica.

‘ () =¢ (@)'=(na)-a (@)= (Ina)a® - u’ (x)
O el lege
(Inx)'= E (log, x)'= Tae  +

Y

o
Ejercicios
2.19

Halla la derivada de

a) flx)=In(x*+1) b) g(x)=Inx ¢) h(x)= In(sen’x)

De acuerdo a la composicion de funciones, considera a h(x)= log,, (x+1) como
la composicién de 3 funciones, calcula 4'(x).

. Halla la derivada de:
8) f(x)=x +x% b) hx)= e ¢) gx)= e
b = +3
d) f{x)=In(x’+2x) e) y=log, {%—T]
Halla la segunda derivada de las funciones siguientes:
a) g(x)=e'lnx? b) A(x)=In(x*+1)

Halla la ecuacion de la recta tangente a la funcion y = In x, si la pendiente de esta
rectaes |.
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Producto integrador
de la unidad

Resuelve el siguiente problemario y realiza una autoevaluacion del aprendizaje logrado.

1. Usa la definicién de derivada para demostrar que si f'y g son dos funciones derivables, entonces
(F+e)y=f"+g"
2. Determina en el punto indicado, las ecuaciones de la recta tangente y normal a las siguientes

curvas.

a) X’ +)*+2x—6=0  en el punto P(x, 3) de su grifica.
b) fix)=x>—2x+5 en el punto P(x, 0) de su gréafica.

¢) y=Vx-1 en el punto de interseccion con el eje X.
d) y=e*+5 en el punto de interseccion con el eje Y.

3. Sis(#) es una funcion posicion de una particula que se mueve sobre una recta horizontal. Encuentra
la posicién, velocidad, rapidez y aceleracion de la particula en los instantes indicados.
a) s(n= -t3t+ 3£+t t=-2,t=2 segundos.
b) s(f)= PETY t=-1,t=0 segundos.
¢) s(f)=t+sen(nt); t=1,t=3/2 segundos.
d) s(f)=e**'+2¢ t=2 segundos.
e) s(f)=In(31+4); t=2 segundos.
f) s()= Vi+ t; t=2 segundos.

4. Se inyecta gas a un globo esférico a razén
de 7 pies’/min. Si la presién se mantiene
constante. ;Con qué rapidez cambia el radio
cuando éste es de un pie?

5. Una mujer que trota con rapidez constante
de 10 km/h pasa por un punto P hacia el
norte. Diez minutos més tarde un hombre
que trota a razon constante de 9 km/h pasa
por el mismo punto hacia el este. ;Cuan
rapido varfa la distancia entre los trotadores
veinte minutos después de que el hombre
pasa por P?

6. Usaladefinicion de derivada para identificar
la funcién y su derivada.
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7. Determina la derivada de las siguientes funciones.

a) P =SS =8

. =y
QI 5 7

Y=t 3\
o ool

g) y=x*tanx—4 cotx
i) y=arccos (3x°)

k) y=e“In(x+1)

e*+lnx

mlg==

b) y=x=13)

d) y=x*(1+x)

1)\ y=3senx—2sec x
h) y = cos? (5x)-cot (2x)

j) y=arccot Vx +1

) y=ln[l_+25x]

n)y=tan(\f;+e‘)
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Aplica en forma critica y
reflexiva las derivadas de las
funciones en la modelacion,
formulacion y resolucion de
problemas en diversos contex-
tos y hace una evaluacion de
los resultados.

1.2 Muestra un desarrollo socioafectivo acorde con la « Asume la toma responsable de desién de manera auto-
etapa evolutiva en la que se encuentra, y canaliza  gestiva orientada al alcance de los logros académicos y
sus inquietudes de tipo emocional con las personas  personales.

e instituciones adecuadas.

5.7 Propone soluciones a problemas del orden cotidia- + Propone soluciones acertadas y viables frente a proble-
no, cientifico, tecnoldgico y filoséfico. mas reales o hipotéticos.

8.3 Asume una actitud constructiva al intervenir en + Colabora en equipos de trabajo, compartiendo los lo-
equipos de trabajo, congruente con los conocimien-  gros con el resto de los equipos participantes en un mis-
tos y habilidades que posee. mo grupo.

4. Argumenta la solucién obtenida de un problema, * Argumenta la representacién grafica de funciones alge-
con métodos numéricos, graficos, analiticos o va-  braicas y trascendentes mediante el criterio de la prime-
riacionales, mediante el lenguaje verbal, matemati-  ra derivada y segunda derivada,
coy el uso de las tecnologfas de la informacién y la
comunicacion.

5. Analiza las relaciones entre dos o mas variables de = Analiza la relacién de las variables que optimizan una

un proceso social o natural para determinar o esti-  funcion, calculando valores extremos locales o globa-
mar su comportamiento. les.

8. Interpreta tablas, graficas, mapas, diagramas y tex- « Interpreta la grafica de una funcion para obtener la gra-
tos con simbolos matematicos y cientificos, fica de la primera y segunda derivada.



Aplicaciones de la
derivada y problemas
de optimizacion

(3]
o
@
=
c
=

, > \

En la unidad anterior hemos abordado algunas aplicaciones de la derivada en temas de
la propia matemética, fisicos. biologicos o financieros. Pero atin el concepto de deriva-
da y sus propiedades proporcionan muchas posibilidades de obtener mds informacion
sobre el comportamiento de las funciones y su aplicacién a la solucién de problemas
en diferentes campos.

| En esta unidad aprenderds como hacer el analisis de funciones y de las graficas que las
| representan, a partir de estudiar propiedades que se obtienen de sus derivadas, asi como
| aplicar lo estudiado sobre derivadas a la solucién de problemas en diversos contextos.
I
|

3.1 Aplicacion oe
: 3 Propésito
| de Ia der[vada al anaIISIS Analiza el commmiento de ﬁmciones:y

y Pepresentac”én de sus representaciones graficas, a partir
grafica de funciones

de estudiar propiedades que se

obtienen de sus derivadas. ) ;



MUnotonia de las funciones en un intervalo

Decimos que una funcion continua f(x) en un intervalo / — R es creciente en ese intervalo (en sentido
estricto) si para todo x, y x, pertenecientes a /, con x, < x, se cumple f(x) < f(x,).

Andalogamente, se dice que una funcion continua f(x) en un intervalo / es decreciente en ese inter-
valo (en sentido estricto) si para todo x, y x, pertenecientes a /, con x, < x, se cumple f(x)) > f(x,).

Cuando para x, < x, se cumple que f{x,) < f(x,), se dice no decreciente. Y si para x, < x, se cumple
que f{x) = f{(x,), se dice no creciente. En todos estos casos hablamos de la monotonia de la funcién

f(x).

Ejemplo 1

6
fx,)

Analicemos el comportamientode las siguientes
funciones, de acuerdo con sus graficas. E

by =x*+1
[F )
fx,) 5
Sfx,) T Ax) no decreciente
___I?«'()l.l} il '
| /(x,) ) | | ie
| 2 3 i
. v
o
i 1 2 X

* f{x) =2x + 1 es creciente en los intervalos (-4, -2) y (1, 3) (de hecho sobre todo el eje real).
'+ flx)=x*+1 es creciente en el intervalo (1, 2) y decreciente en (-2, -1).

B La funcién

sen x,

fx) =
1,

L
2

b
O<sx<—

, €s no decreciente en el intervalo [0, xt].
<x=<m

Buscaremos ahora, si existe una relacion entre el comportamiento de la derivada de una funcion en
un intervalo y el caracter creciente o decreciente de la funcién en dicho intervalo; para ello analicemos

la gréfica de la funcién f(x) = _;31 y la de su derivada que es f(x) = x.

YA fix)
5 e e T

PR——

1
h
L
T

En la figura se observa la representacién tanto de
la parabola como de la recta; nota que la recta y = x no
es la recta tangente a ningtin punto de la pardbola, sino
que representa el valor de todas las pendientes de las
rectas tangentes a cada punto de la parabola.

Para x > 0 todas las pendientes de las rectas
tangentes a la pardbola son positivas y la funcion es
creciente. Para x < 0 todas las pendientes de las rectas
tangentes a la parabola son negativas y la funcion es
decreciente.

‘ Derivadas: definicion, formulas y técnicas de derivacion | Unidad 2



Observa que la derivada es igual a cero parax = 0 y este es el punto en que cambia la monotonia de
la funcion de decreciente a creciente, en la medida que recorremos el eje de las x de los valores nega-
tivos a los positivos de x.

v Ay

fAcmvidada.'} | | 51

=32 4l
Sea f(x) = x* y a partir de su grafica analicemos el
| comportamiento de esta funcién en relacion con 31
el signo de la derivada. 2+
Laderivadadef{x)es T
X
¢Qué signo tiene la derivada, para x>0y x <0? < Attt
-5 1 2 3 4 5
Consideremos ¢l intervalo 7= (0, +w«). Cualquiera
sea el punto x e 1, f(x) y la funcion
es
Parax € I= (-, 0), f(x) y la funcion
es

La parébola y = 3x?, respecto al comportamiento de y = x® representa

iE=s e S

El andlisis realizado en el Ejemplo 1y en la Actividad 3.1 nos lleva a un resultado mas general, que
expresa lo siguiente:

i Sea f(x) derivable en un intetvalo / = R. Para todo x perteneciente a /:
a) Si f'(x) > 0 entonces f(x) es creciente en el intervalo L
b) i f'(x) < 0 entonces f(x) es decreciente en el intervalo /.

Es decir, para saber si una funcion crece o decrece en un intervalo, basta determinar el signo de la
derivada de la funcién en dicho intervalo.

1. Dada la funcion representada por
el grifico que se adjunta, estima
los intervalos en que es creciente

' o decreciente.

" .
H Es creciente en
Ejercicios Es decreciente en 27 7 X
3.1

2. Una funcién continua f{x) es creciente en el intervalo (-5, 1], tiene un ceroen x =1,
decrece en [1, 4] y vuelve a crecer en [4, 8] cortando el eje X en x = 6. Traza un
esbozo de una funcién f{x) que cumpla con esas condiciones.

Célculo | « Calculo diferencial por competencias | ¥4



3. Dada la representacion grafica de una funcién 7,

como la de la figura, su comportamiento en: TO

a) 0<x<6,es

b) x<-3,es

c) x>0,es

d) -3<x<0,es -10 10 X

¢) Determina una expresion por partes de la funcion £, sabiendo que en el intervalo
-3 <x < 6 es una funcién cuadratica.

f) ¢Esfderivable enx = 1? Calcula f"(1) y compara ;Se corresponde el valor de la
derivada en ese punto con el caricter creciente o decreciente de la funcion en el
intervalo al que pertenece x = 1?

4. Representa graficamente f{x) = (x — 1)? y determina si es creciente o decreciente en:

a) (-, 1) b) (1, +0) ¢ (-1, 1)
5. Haz la representacion gréfica de y = -(x — 2)? + 4. Determina su comportamiento
para:
8 x<2
b) x>2

¢) Analiza qué sucede en x = 2.

d) (Qué se puede decir de la derivada de f{x) en cada una de las situaciones
anteriores?

(elee, Extremos locales y globales de una funcion

En la vida cotidiana existen muchas referencias a expresiones relacionadas con valores maximos o
minimos en determinadas situaciones. Por ejemplo, la méxima temperatura en que puede estar alma-
cenado un cierto medicamento, como lograr el rendimiento méaximo de un cultivo en una determinada
superficie con un minimo de fertilizantes, cuél es el méximo de ganancias que se puede obtener en una
inversion o calcular el minimo de materiales necesarios para que una construccién cumpla los pardme-
tros requeridos.

Todas esas situaciones frecuentemente pueden describirse matematicamente a través de funcio-
nes, y se trata entonces de estudiar como calcular para dichas funciones, los valores méximos o
minimos que pueden alcanzar y a eso vamos a dedicar
esta seccion.

Sin embargo, no se puede afirmar que todas las funcio-
nes alcanzan valores maximos o minimos. Por ejemplo, la
funcién f(x) = x*, como se observa en la grafica, no tiene
ninglin minimo o maximo, cuando la consideramos sobre
todo su dominio, el conjunto de los nimeros reales.

Pero si restringimos su dominio a un intervalo, por
gjemplo, 7 = (-3, 0], la funcién tiene un maximo en x = 0,
que es 0, pero no tiene un minimo.

| Derivadas: definicion, formulas y técnicas de derivacion | Unidad 2



La funcién y = x + |, tiene un minimo en x =0 y su
valor es »(0) = 1, ya sea se considere sobre un interva-
lo, por ejemplo = (-1, 3), o sobre todo el eje real. En
esos casos se dice que es un minimo absoluto.

Por otro lado, esta funcion no tiene un maximo,

pues para valores crecientes o decrecientes de x, sus
imagenes crecen indefinidamente.

Por lo anterior, vamos a precisar algunos conceptos
relacionados con los extremos (méximos o minimos)
que puede tener una funcion, teniendo en cuenta el do-

. o dmea B L minio sobre el cual se consideren, asi como las carac-
& &y " 17 A% teristicas propias de la funcion.

Sea f{(x) una funciéon numérica y consideremos cualquier intervalo 7 incluido en su dominio, en ‘
particular el propio dominio de f{(x), asi como un punto ¢ perteneciente a /. Entonces

a) f(c) es un maximo absoluto de fen 1, si f(c) > f(x) para todo x perteneciente a /.
b) f{c) es un minimo absoluto de fen , si f(c) <f{(x) para todo x perteneciente a /.

(31|
: o
Ejemplo 2 @©
Ya vimos dos ejemplos que muestran que estos 'g
extremos pueden o no existir. Veamos algunos mis. g =
La funcién y = x? sobre el intervalo abierto La funcién y = x sobre el intervalo cerrado
(-1, 2) tiene un minimo en 0 que es y(0)=0 [-1, 2] tiene un minimo en 0 que es 3(0)=0
y no tiene maximo. y un maximo en x =2 que es y(2) = 4.
y a y &
3 + e
1 y=x2 1 p=x

£ ) — ; 3 ] >
=] 2 X -1 9 X
vy v
Ay 2
3 4 1 1 1
[ 2] +1, xeR|4€x42,x¢2
4 y=
2 - 2 .J\c—l
’ 2

Es una funcién discontinua.

No tiene méaximo, ni minimo.

Si estuviera definida en el intervalo (%, 2], itendria

=y

maximo? ;Cual seria el valor del méaximo?

[ T

4 I 1
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Como pudiste apreciar en los ejemplos anteriores, algunas funciones tienen valores extremos, pero
otras no, en dependencia del tipo de intervalo que se considere y del tipo de funcién. Por una parte, si
la funcion es continua, ello garantiza que recorra sin interrupcion todos los puntos P(x, f(x)), que se
correspondan con el dominio de /. En particular, si se trata de un intervalo cerrado / = [a, 5], la funcién
alcanza todos los valores para las x pertenecientes a 7, incluyendo a y b.

Es por eso que podemos enunciar la siguiente propiedad

Si ffx) es continua sobre un intervalo cerrado / = [a, b], entonces f{x) tiene un valor maximo
absoluto y un valor minimo absoluto sobre dicho intervalo.

Es decir, existe un punto ¢, perteneciente al intervalo [a, b], tal que flc) = f(x) para toda x del
intervalo [a, b] y es un maximo absoluto, asi como un punto ¢, perteneciente al intervalo [a, b], tal
que f{c,) < f(x) para toda x del intervalo [a, b] y es un minimo absoluto. Veamos un ejemplo.

m Observa la grifica de la funcion
2 =3 >
J—’ = 2 s '] Ex S 2

| Para x = 2 esta funcion tiene el valor maximo absoluto
f(2) =2 y minimo absoluto en x = -1, con f(-1) = -2.5.

Si el intervalo fuese abierto (-1, 2) no tendria ni maxi- X
mo ni minimo. ;Qué pasaria si se considera el intervalo (1,-0.5)
| abierto en s6lo uno de los extremos?

(-1, -2.5)

Observa con atencion si en la gréfica hay més puntos que llamen la atencién. En efecto, si anali-
zamos un intervalo reducido mas préximo al punto P(0, 0), entonces en ese punto hay un méximo,
que es f(x) = 0 y en un intervalo préximo a P(1, 0) hay un minimo, que es f(1) = -0.5.

Lo anterior nos lleva a definir el concepto de extremos locales o relativos.

' f{c) se llama maximo local o relativo, si existe un intervalo abierto / que contiene a ¢, en el que
f(e) = f(x) para todo x perteneciente a I.

De igual manera

i 2 o . -
J(c) se llama minimo local o relativo si existe un intervalo abierto / que contiene a ¢, en el que

fle) £ f(x), para todo x perteneciente a /.

Una funcion puede tener varios méximos locales y el mayor de ellos serd el maximo absoluto.
Andlogamente, si existen, el menor de los minimos locales sera el minimo absoluto.

Derivadas: definicion, formulas y técnicas de derivacion | Unidad 2



- )___ . (-1, 13.33)
Actividad 3.2 I b (4,11.67)
16
Sea f(x)=x* —Tx‘ +ox+1,-1sx<4,
cuya representacion se muestra en la grafica.
De acuerdo con la grafica: 67)
La funcién tiene maximo absoluto en 0, 1)
y minimo absoluto en 1 I _; ! 4 ’ Ig =
Hay un minimo relativo en
1+ -4
Si hay algtin otro maximo local, est4 en
Escribe un intervalo donde f{1) sea un maximo i
relativo o local v ¢G.-8

Hasta aqui hemos partido de condiciones que nos dicen de la existencia o no de extremos absolutos
o locales en un intervalo dado, pero atn no tenemos un procedimiento para calcular, si los tiene, los
extremos de una funcion, y es aqui donde la derivada, cuando existe, viene en nuestro auxilio.

_P Si Jf(x) tiene un maximo o minimo local en ¢ y.f (¢) existe, entonces 7 (¢) = 0.

En efecto, si por ejemplo, f{(x) tiene un maximo local en ¢, f(c) > f(c+h), cualquiera que sea el valor
de A, positivo o negativo. Por tanto, f(c) — f(c+h) > 0. Si tomamos 4 > 0, dividimos por 4 y recordamos
los limites unilaterales, tenemos

fe+h 1@ ,
ol

fEM=F© i 6o
=) o

h— 0T

lim
h—0*

Como fes derivable en c, el limite por la derecha coincide con el limite que define la derivada, luego
(o) = Tim L€+ h) —f(c)
fie)=Jim RN <
Un andlisis similar se obtiene cuando consideramos /# < 0, con lo cual w > 0, es decir

se invierte la desigualdad y tomando ahora el limite por la izquierda

LC D=1y, S+ D=1, o

h—0—

Sf(e)=lim
h=0
Es decir, 0 <f(c) <0, luego /(c) = 0, como queriamos demostrar.

La propiedad que acabamos de demostrar asegura que si en un punto hay un extremo local, en-
tonces en ese punto la derivada se anula, pero no que si la derivada se anula en un punto, entonces
hay un extremo local en €1, como es el caso de la funcion f(x) = x* cuya derivada f(x) = 3x%, se anula
en 0 y ya vimos que no tiene ningtn valor extremo.

Incluso puede no existir la derivada en ¢, y si haber un valor extremo en ese punto, como es el caso
de la funcién valor absoluto de x, f(x) = |x|, en x = 0. Dibuja la grafica correspondiente. ;Qué valor
extremo tiene?
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Pero precisamente, estas son las dos situaciones en las que existe un valor extremo local de una fun-
cion, es decir, valores en los cuales la derivada de una funcién se anula o ésta no existe y son llamados
los niimeros criticos de la funcién.

| Es decir, un niimero ¢ perteneciente al dominio de un funcién f(x) se llama niimero critico de f/,

sif (c) = 0 o f(c) no existe.

Los niimeros criticos desempefian un papel importante en la determinacién de los maximos y mini-
mos de una funcién, ya que los extremos locales se presentan solamente en aquellos puntos en los que
la derivada se anula o no existe, es decir en los niimeros criticos.

M Determinar los extremos locales de la funcion J

f(x) = -4x* + 6x* en el intervalo abierto (-1/2, 3/2).

Primero calculamos f'(x) y la igualamos a cero. Asi,
obtenemos JA y (1,2)

f'x)=-12x*+12x =0, 0 bien 12x (-1 +x) =0 Il

de donde se obtiene que los nimeros criticos son

[ x=0yx=1. I
|

Se observa en la grafica que en x = 0 hay un mi- 1+

nimo local cuyo valor es 0 y en x = 1 un maximo T

local igual a 2. T

-
| Actividad 3.3 |

Sea la misma funcion f{x) = -4x°+ 6x2, ahora sobre el intervalo cerrado [-1, 3/2], y vamos a determinar
si existen los extremos absolutos de f.

Del ejemplo anterior, ya sabemos que los niimeros criticos son cuyas
imdgenes por /', son

Ahora, calculamos los valores de fen los extremos del intervalo f{-1) = yf(3/12)=
Comparando todos esos valores, se concluye que ftiene un maximo absoluto en y

minimo absoluto en , lo cual se corresponde con su gréfica.

Hemos visto, como resultado de realizar la Actividad 3.3, que puede haber mas de un punto en el
que se alcance un extremo, y también que los valores extremos pueden estar o no en los extremos del
intervalo.

Comprueba por ejemplo, que la funcién sen x en el intervalo [0, 27], tiene maximo absoluto en
x =m/2 y minimo absoluto en x = 3n/2. Haz la grafica y verifica.

De acuerdo con los ejemplos vistos anteriormente, podemos plantear una estrategia para determinar
los extremos absolutos de una funcién continua en un intervalo cerrado, como sigue:

m Derivadas: definicion, férmulas y técnicas de derivacion | Unidad 2



Sea f{(x) una funcién continua sobre un intervalo cerrado [a, b].
1. Hallar los valores de f(x) en los puntos extremos del intervalo [a, &].
2. Determinar los valores de f{(x) en los ntimeros criticos de (a, b).

3. Comparar los valores encontrados. El mayor valor es el maximo absoluto y el menor es el
minimo absoluto.

Ejemplo 5 Hallemos los valores maximo y minimo

' absolutos de £{x) = ?'1_:—1 sobre [0. 2]. g

1. Calculemos los valores de f{x) en los extremos del intervalo: f{0) = 0y f(2) = %
ME+D)—x2x  x*+1

(> +1) (EHTY
| Sif'(x) =0, entonces x> =1y x ==+ 1, pero x = -1 no esta en el dominio de esta funcién, es
| decir en [0, 2], luego evaluamos la funcion solo para x = 1 y obtenemos f(1) = 1/2.

2. Laderivada de f(x) es fi(x) =

3. Comparamos los valores obtenidos: f(0) = 0, f(2) = 2/5 y f(1) = 1/2, luego f(x) tiene un
minimo en x = 0 con valor f(0) = 0 y un maximo absoluto en x = 1 con valor f(1) = 1/2.

‘ 4. Todo lo anterior lo puedes comprobar haciendo el grafico de /.

L. Si f(x) es derivable sobre un intervalo I y f"(x) # 0, para todo x del intervalo I,
jcudntos nlimeros criticos podra tener?

l" 2. Trazala grafica de la funcién f(x) = - x? + 4 y halla, si existen, los extremos absolutos

o y relativos de f'en los siguientes intervalos:
O a) (-2,2) b) [-2,2] ¢) (-2,2] d) [-2,2)
Ejercicios e) (-0, +m) f) (-0, 2] g) [-2, +w) h) [-1,1]
3.2 3. Halla los valores extremos absolutos de las siguientes funciones, si:

a) J(z) =3 —12¢+ Ten[0.3] b) fix) =x*—2x2+ 6 en [-2, 3]
¢) fix)= % en [0, 2] d) fx)=Vx (6 —x) en [0, 6]

Vamos a continuar estudiando la grafica de la funcién
) =-4x* + 6x2, sobre el intervalo (-1/2, 3/2). Ya sabes que en
x = 0 hay un minimo local cuyo valor es 0 y en x = 1 un maxi-
mo local igual a 2.

Observa que en los valores previos a x = 0, donde hay un
minimo local, la derivada correspondiente es negativa, por lo
que la funcién es decreciente en esos puntos y en los valores
posteriores a x = 0 la derivada es positiva y la funcién es cre-
ciente. Analogamente en el nimero critico x = 1, donde hay un
méximo local, la derivada correspondiente a los valores ante-
riores a x es positiva y la funcion es creciente; en los posterio-
res es negativa, por lo que la funcién es decreciente.

Calculo | « Célculo diferencial por competencias ‘
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El anélisis alrededor de los niimeros criticos
de una funcion, en la que esta tiene derivada, nos maximo local
permite precisar la monotonia de la funcion. Si J'(x)=0
la derivada en los puntos anteriores a un punto x,
del dominio de una funcion derivable es positiva

minimo local

S'(x)=0

y pasa a negativa en los puntos posteriores a x,, = >0} £)<0 S 1) >0
entonces en x, hay un méaximo local. i '
De la misma manera si alrededor de un punto < = J; >
x, la derivada pasa de negativa a positiva, enton- gt 12
ces en x, hay un minimo local. \ : E
sgnde/'(X)(+) + (-) )

m Dada la funcion f{x) = -x*+ 2x + 3 investiguemos
sobre sus extremos locales y monotonia. g

. La derivada de la funcion f(x) es f(x) = -2x + 2 y si se iguala a 0 se tiene x = 1.

Como f'es derivable en todo el eje real y la derivada solo se anula en ese punto, entonces x =1
es el tnico punto critico. Veamos qué sucede antes y después de x = 1.

Si consideramos ¢ < 1, se cumple siempre que f/(c) > 0, ya sea ¢ negativo 0 0 <c¢ < 1. Sic > I,
entonces la expresion -2¢ + 2 siempre es negativa y f/(c) < 0.

Por tanto, la funcién f(x) = -x*+ 2x + 3, es creciente para todo x <1 y decreciente para x > 1.

. En x =1 tiene un méximo local, que también es maximo absoluto. Comprueba haciendo la grafica
L de la funcién cuadratica f{x).

Una propiedad importante que poseen ciertas funciones y que resulta de utilidad para su represen-
tacion grafica se refiere a la caracteristica de ser par o impar.

Cuando se estudia el comportamiento de una funcién numérica, si consideramos el punto P(x, (x)),
en ocasiones es importante analizar f cuando se toma el opuesto de x, es decir -x. Si f(x) y f(-x) son
iguales, se dice que se trata de una funcion par. Si para f{-x), se obtiene -f(x), en ese caso se dice que la
funcion es impar. También existen funciones que no son pares ni impares. Es decir:

Wns:z funcién fes par si cumple que' f(x) = f(-x) en todo su dominio y es impar si f(-x) = -f(_x). ‘

Geométricamente si no varia f{(x) al cambiar de x a -x, eso significa la simetrfa de la grafica de f
respecto al eje Y. La variacion de f{(x) a -f(x) al reemplazar x por -x, significa una simetrfa respecto al
origen de coordenadas o una simetria de 180° respecto al origen de coordenadas.

Asi, por ejemplo, son pares las funciones f(x) = |x], f(x) = x%, f(x) = cos x y son funciones impares
J(x) = x, flx) = x% f(x) = sen x. Represéntalas graficamente.

y=x2+1 Analiticamente veamos, por ejem-

plo, que f{x) = x*= (-x*) = f(-x), por lo
que la funcion f(x) = x* es par.

La funcién f{x) = x* + 1 es par, pues
JE)=2+1 =2+ 1=f2).
La funcion f(x) = % es impar,

(_ x)3 B x3

pues f(-x) = 3 = -f(x)
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Si una funci6n es par y creciente para x > 0, entonces es decreciente para x < 0, como puedes apre-
ciar en la gréfica de f(x) = + L.

Se cumple que si una funcion es par, su derivada es una funcién impar, siempre que exista la deri-
vada. De forma similar, la derivada de una funcién impar es una funcion par.

En efecto, si, por ejemplo, una funcion es par y derivable entonces por la regla de la cadena

) = [)]'= [A=0)]'= (D) f (%) = - £ ().

Asi por ejemplo, la funcién f(x) = x*—2x* es par y su derivada £ '(x) = 4x° — 4x, es impar. La deri-
vada de la funcion par, cos x es (cos x)’ = -sen x que es impar.

Od
Ejercicios
3.3

. Haz el esbozo de una funcién £ que tenga:

a) Un minimo local en x = 2, un méaximo local en x = 4
y sean f(2) =3, f(4)=6, f(3)=4.

b) Un méximo local en x = 2, un minimo local en x = 4
yseanf(2) =3, f(4)=1, f(3)=2.

¢) Minimos locales en x = 2, x = 6, un maximo local en x =4
yseanf(2)=3, f(4)=6 y f(6)=5.

Analiza en los ejercicios anteriores, en qué intervalos la funcién £ es creciente o
decreciente.

Siflx) =

X

10

determina si es par o impar y donde es creciente o decreciente.

. a) Comprueba que la funcion f(x) = 5x°— 2x*+ x es impar y que su derivada es par.

b) Demuestra ahora que, en general, la derivada de una funcién impar es una
funcion par.

(La funcién f(x) =
paridad.

X 5 . . .
[+ csparo impar? Calcula su derivada y analiza, ademas, su

En las siguientes funciones determina el dominio admisible para cada una y halla
los intervalos de crecimiento y decrecimiento:

a) fx)=2x+9x2—24x+6
b) fx)=x+ 23

¢) fix)=Vx+V6—x

xX—6x+9
=]
e) h(x)=1+x¥

d) gx)=
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o ﬁ". Concavidad y puntos de inflexion

Hemos podido aprender la utilidad de la funcién derivada de una funcion para analizar su mono-
tonia, es decir, los intervalos de crecimiento o decrecimiento y consecuentemente hacer el esbozo
de su grafica.

Supongamos que tenemos una funcion derivable f(x) y que por el anélisis de su derivada encontra-
mos que es creciente entre dos puntos a y b de su dominio. Sin embargo, la manera en que crece desde
a hasta b no se revela por el analisis de la derivada. Analicemos los siguientes graficos:

yll ylk

f(b) /)

fla)

> - <
=<+ -

i
i >
X W a b x

(=il e

 J a

Como se observa, entre a y b ambas funciones son crecientes, pero de forma distinta.

En el primer caso, se dice que la funcién es eéncava hacia arriba o simplemente céncava, y en el
segundo, concava hacia abajo o convexa.Veamos un ejemplo.

La grafica adjunta representa la funcion f(x) = (x — 2)° + 2.

Esta funcion es convexa para todo x tal que x <2 y es i
céncava para toda x tal que x > 2.

En el punto P(2, 2) la funcién cambia de concavidad
cuando eso ocurre a ese punto se le llama de una forma par- 21
ticular. 4

A

Dada una funcion f{x), se dice que la funcién tiene un pun-
to de inflexion en c si es continua en ¢ y en f{c) cambia el i
sentido de la concavidad de f(x). \

Ahora, vamos a hacer uso nuevamente de las derivadas, para precisar la forma en que se comporta
una funcién cuando crece desde a hasta b. Para ello, trazamos las rectas tan gentes en diferentes puntos
en cada uno de los dos casos vistos anteriormente y podremos apreciar cierta diferencia.

A A

Y fb) L
£b)

fa)

o
-

A
3

(=l o ek e e e

=Y

v a Y a b
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Si observas con atencion, veras que en un caso las rectas tangentes estan por debajo de la gréafica de
la funcion y en el otro que estan por encima. En el primer caso esto significa que las pendientes de las
rectas tangentes van creciendo, es decir que la funcion derivada, f(x), es creciente y por tanto la deri-
vada de la funcion derivada (segunda derivada de la funcién /') es positiva.

Este razonamiento nos lleva a la siguiente afirmacion: si la segunda derivada de una funcion f(x) es
positiva, entonces f(x) es creciente, las pendientes de las rectas tangentes a f{x) crecen, luego las rectas
tangentes estan por debajo de la gréfica de la funcién y decimos que es una funcién cuya representa-
cion grafica crece de forma concava hacia arriba o simplemente concava.

En el segundo caso, en el que las rectas tangentes estin por encima de la grafica, significa que las
pendientes de las rectas tangentes van decreciendo y la funcién f(x) es decreciente y, por tanto, la
derivada de la funcion derivada (segunda derivada de la funcién 1) es negativa. Luego si la segunda
derivada de una funcion f'es negativa, entonces, la derivada 7'(x) es decreciente, las rectas tangentes
estan por encima de la gréfica de la funcién y decimos que es una funcién cuya grafica crece de forma
convexa o también concava hacia abajo.

Podemos enunciar, entonces, la siguiente propiedad:

Sea f{(x) una funcién que tiene_gegunda derivada en un intervalo abierto (a, b). Si para todo valor ¢ |
del intervalo (a, b), se cumple que:

a) f"(c) > 0 entonces la funcién fes concava en (a, b).
b) f"(c) < 0 entonces la funcién f'es convexa en (a, b).

En el caso que /"(c) = 0, entonces, fpuede tener un punto de inflexién en c. Es decir, si P(c, f(c))
es un punto de inflexion se cumple /"(c) = 0; pero bajo la condicion
f"(c) =0, la funcién puede tener o no un punto de inflexién en ¢ como
veremos a continuacion.

Para la funcion f{x) = x* se tiene
/() = 6x, por tanto es /"(0) = 0. En
P(0, 0) hay un punto de inflexion.

Para la funcion f(x) = x* se tiene
f"(x) =12x%, por tanto es /"(0) = 0.

Pero en P(0, 0) no hay un punto
de inflexidn, sino un minimo.

Ejemplo 7
Sea f{x) = x* — 4x°. Vamos a analizar si tiene
extremos locales y si tiene puntos de inflexion. ™ g

f(x) es una funcién polinomial, por lo que tiene derivada de todos los érdenes.
S'(x) =4x’ — 12x*=4x*(x — 3) = 0, significa que los nimeros criticos de f'son x=0y x = 3.
S'() = 12x* — 24x = 12x(x — 2) = 0 y los posibles puntos de inflexién son x =0y x = 2.

Anallcemos ahora por partes cada uno de estos valores. Primero, vamos a comparar los signos de la
derwada alrededor de los nliimeros criticos y posteriormente los posibles puntos de inflexion.
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Valor de Signo de la derivada Pp}' tanto, x = (i 201 ez un ;dxtremo C101::&1 df. la
f"(x) = 4x2(x — 3) ﬁlﬂCIOl'l, pero en x = a derivada pasa de negativo

a positivo, por lo que es un punto en el que hay un
minimo local y su valor es
Woared - f3)=3)'-4@3y=-27.

3<x +

x<0

Es decir, hay un minimo en P(3. -27)

Como lo que interesa es el signo que tiene la segunda
derivada, se pueden seleccionar numeros especificos para
evaluar su comportamiento en cada intervalo considerado, por
ejemplo -1 parax <0, 1 para0 <x <2y 4 parax > 2.

Ay ;r
1 -

Signo 2% derivada . P(0, 0) .
£ = 12x(x — 2) Comportamiento - - 10 i

x<0 + Céncava -+

3

Valor de x

0<x<2 - Convexa

10

2<x + Concava

Por tanto, en ambos hay puntos de inflexién, pues cambia la P(2.-16)]
concavidad. Como f(0) = 0 y f(2) = 2*— 4(2°) = -16, los puntos 204
‘ de inflexion son 7(0.0) y P(2, -16).

El comportamiento de la funcién es como se muestra en el
grafico. v

-

Actividad 3.4 I

Vamos a partir de la funcién f{(x) = 2x*— 3x>— 12x + 1 y estudiar su comportamiento.

P(3.-27)

Como funcién polinomial es sobre todo el eje real.

La primera derivada f '(x) = =6(x + 1)(x — 2), luego sus nameros criticos
son

La segunda derivada f"(x) = . Si se iguala a 0, f'tiene como posible punto de
inflexion a 3

Se analiza a continuacién el comportamiento de falrededor de estos puntos.

Como en el ejemplo anterior para determinar el signo del producto 6(x + 1)(x — 2), basta seleccionar
un valor cualquiera que se encuentre en cada uno de los intervalos determinados por los niimeros
criticos o el posible punto de inflexion y ver qué signo adopta dicho producto al evaluar. Tomemos,
por ejemplo, -2, 0y 3 para la primera derivada, asi comoy 0y 1 para la segunda.

Valondes Signo de la derivada | Crece o decrece La funcién f{x) crece en
Fx)=6(x + 1)(x — 2) en ese intervalo
x<-l y decrece en
l<x<2
2<x
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; da Jar: La funcién es céncava en
Valor de x jrl,g,(l:; i 66(13;“?{11;' Comportamiento
x<1/2 y convexa en
2<x

La segunda derivada, junto a la primera, nos proporciona una fuerte herramienta como criterio para
determinar los extremos locales de una funcion sobre un intervalo abierto, ya que, si #(x) es una funcién
tal que tiene derivadas f”(x) y /"(x) en un intervalo abierto (a, b) y existe un ¢ en (a, b)tal que f(c)=0
y f"(c) <0, entonces ftiene un maximo local en ¢,y si f(c) > 0, entonces en el punto ¢ hay un minimo.
En sintesis, el signo que tenga /"' en ¢ determina qué tipo de extremo local tiene en c.

En efecto, vamos a demostrar que sif(c) = 0y f"(c) < 0, en un punto ¢ de (a,b), entonces ftiene un
maximo local en c. Por la definicién de derivada y como f(c) = 0, se tiene que
. r + —= : r + - d f +
ey =Tl EED PO o e+ B=0_ . fleth)
h—0 h =0 h

h—0 h

, segun lo supuesto.

LY f
Bajo esa condicién, existe un & # 0 tal que-@ < 0, pues si para todo ]*1,-1‘M > 0, enton-
ces f"(c) no seria estrictamente menor que cero. Sea ¢+ =x un punto de (a, b). Por tanto, si despejamos

f
h y sustituimos, se obtiene &) <.
=
Six <c,x—c<0, luego, tiene que ser f'(x) > 0, para que el cociente sea menor que cero y six > ¢,
x—c¢> 0,y por tanto tiene que ser f(x) < 0. Es decir, en ¢ la funcién pasa de creciente a decreciente,
luego tiene en ¢ un maximo local.

Analogamente se puede demostrar que si /"(c) > 0, tiene en ¢ un minimo local.

Ahora podemos resumir lo anterior en un criterio que resulta muy (til para determinar la existencia
de extremos locales de una funcion:

‘ Si f(x) estd definida sobre (a. b) y tiene derivadas f”(x) y /"(x) en un intervalo (, b), entonces para |
un valor ¢ perteneciente al intervalo se cumple que: |
- Sif"(c) =0y f"(c) <0, entonces f{x) tiene un maximo relativo en c.
- Sif"(e) =0y f"(c) > 0, entonces f(x) tiene un minimo relativo en c.

Nota que las desigualdades para f"(c) son estrictas; en caso de que la segunda derivada sea cero en
un punto ¢, no se puede sacar ninguna conclusion sobre la existencia de un extremo local en c.

En efecto, sean por ejemplo, f(x) = x* y g(x) = x*. En ambos casos, tanto la primera derivada como
la segunda se anulan en x = 0, y ya vimos que la funcién f(x) = x* es creciente sin extremos locales, y
que en x = 0 tiene un punto de inflexién, mientras que la funcidn g(x) = x*, tiene en x = 0 un punto de
minimo que es igual a 0.

' determinar si tiene extremos locales.

Ejemplo 8 Sea f{x)=x*—8x+ 1 y vamos a J

Sf'(x) =2x — 8 =2(x — 4); luego, f'(x) = 0 implica que x = 4 es un nimero critico. f"(x) = 2, es decir, la
segunda derivada es una funcion constante, para cualquier valor de x.

Como f'(4) =0y f"(4) =2>0, enx =4 hay un minimo y su valor es f(4) = -15.

Calculo | « Calculo diferencial por competencias ‘ m
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A partir de lo estudiado hasta aqui, para determinar si una funcién tiene extremos locales en un
punto de su dominio, cuentas con dos criterios, el llamado de la primera derivada, que consiste en
determinar los puntos criticos y ver si antes y después en alguno de ellos la primera derivada cambia
de signo; o el de la segunda derivada, que se refiere a analizar qué signo tiene la segunda derivada al
evaluarla en los puntos criticos.

-

Actividad 3.5 |
Sea f(x) = 2x* — 12x*+ 3 y vamos a analizar el comportamiento de esta funcién en cuanto a monotonia,
extremos locales, concavidad y puntos de inflexion, asi como encaminar un método para este tipo de
analisis.
Primero:  Por ser una funcién polinomial f'es sobre todo el eje real.
Segundo:  Calculamos la derivada de /'y se iguala a 0, para buscar los niimeros criticos.
)= = = 8x(x +V3)(x —V3) =0.
Luego los niimeros criticos son:
Tercero:  Calculamos la segunda derivada de f'y se iguala a 0, para buscar los posibles puntos de
inflexién y estudiar la concavidad
)= = =24x+1D)(x-1)=0.
Entonces, los posibles puntos de inflexion son
Cuarto: Estudiamos el comportamiento de las derivadas en esos puntos encontrados.
Como la primera derivada tiene tres factores, estudiemos por partes los signos que se
van obteniendo al considerar valores de x, incluidos en cada uno de los intervalos que
determinan los nimeros criticos. Por ejemplo: -2, -1, 1y 2, respectivamente y recuerda que
lo que se requiere no es el valor que se obtiene, sino el signo final de la expresion.
Valorde x Signo Signo de Signo de 7'(x) Comportamiento
de8x | 8x(x++v3) | 8x(x+3)(x—1+3) def
x<-3 - + = decreciente
3 <x<0 = = + creciente
0<x<v3 + + — decreciente
V3 <x + + - creciente
Por tanto, en x = -y3 hay un minimo local, cuyo valor es f(-y3) = -15
enx=0  hay un maximo local, cuyo valor es f(0) = 3
enx=v3 hay un minimo local, cuyo valor es A(\3) =-15
Este resultado también lo podemos obtener aplicando el criterio de la segunda derivada. En efecto,
F(\3) =0y f"(-\3) =24[(-\3)* - 1] = 48 > 0 significa un minimo en x = 3.
S0)=0y f"(0) = 24[(0)* — 1] = -24 < 0 significa un maximo en x = 0,
F'(3)=0y f"(\3) =24[(\3)* — 1] = 48 > 0 significa un minimo en x =+3.
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Para estudiar los posibles puntos de inflexién realizamos un anélisis similar. Tomemos como
valores para determinar los signos, los nimeros -2, 0 y 2 respectivamente. Completa la tabla.

Valor de x i'lg(:ids 5 i;gf’l;::{’ '1)' Concavidad
x<-l
-l<x<|
| <x
Hay puntos de inflexién en x = y

Los puntos de inflexién son P =

(Puedes trazar un esbozo de la gréfica de fcon la informacion obtenida?

1. Demuestra aplicando la definicion de derivada a la funcién ' que si f'(c) = 0
y f"(c) > 0, entonces ftiene un minimo en c.

2. En las funciones que se dan a continuacién aplica en todos los casos los dos

' criterios para determinar si tienen algin extremo local en su dominio. Compara
s cual te resulta mas factible de aplicar.
O"‘ a) f(x)=3x—18x+5
SEEIR b) (H)=£+7~+6
Ejercicios ) AR

c) g(s)=3s"—4s*
d) flx)=x(6 —x)?

3. Determina, si los tiene, los extremos relativos de la funcion f(x) = 3x° — 5x°.

3.4

4. ¢La funcion f(x) = 6xS tiene algin extremo? Justifica tu respuesta.

5. Halla los extremos locales y puntos de inflexion, si existen, de las siguientes
funciones:

a) f(x) = xe", para x perteneciente al intervalo (-4, 4)

1
g T P

% paraxen (0, 1)

geRle. Representacion grafica de funciones

En lo estudiado hasta aqui, para el analisis de funciones nos hemos apoyado en varias ocasiones en su
representacion grafica, obtenida de un graficador. Al iniciar ahora esta seccion, pudieras preguntarte
entonces, /para qué es necesario lo que vamos a hacer a continuacién, si podemos obtener con un gra-
ficador la representacion de una funcién, dada su expresion?

Por una parte, los programas en que se basan dichos graficadores, se basan precisamente en el
analisis de todos esos elementos distintivos de una funcion que has estudiado, y otros méas que la
caracterizan, y en efecto, nos alivian de realizar esos calculos en cuanto a laboriosidad y rapidez, por
lo que es importante saber el fundamento en que se basan dichos graficadores.
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Pero por otra parte, no siempre se obtienen, graficamente, con el nivel de precision que se puedan
necesitar, datos exactos que un célculo anélitico nos puede proporcionar.

Por ejemplo, ya hemos analizado la funcion f(x) = x*, previo al ejemplo 6 de esta unidad, en don-
de aparece su grafica, obtenida de un graficador. Si observas solamente su gréafico pudiera pensarse
que dicha funcién “toca” el eje X, en muchos puntos, independientemente de lo mucho que amplie-
mos la escala en los ejes coordenados, aunque ya sabemos por la via analitica que tiene un minimo
absoluto en x = 0. Si reducimos la escala, se distorsiona la representacién grafica al punto de parecer
dos rectas.

100 X

En no pocos andlisis, es importante lograr una representacién grafica de una funcién que se obten-
ga no sélo de un graficador, sino ademas, con la precision que se puede obtener del cédlculo analitico
basado en sus propiedades. Por ello, vamos a precisar una estrategia que caracterice elementos funda-
mentales del comportamiento de una funcién, que han sido estudiados a lo largo de este curso, y que
permitan lograr su representacion grafica. Partamos de un ejemplo.

la grafica que representa dicha funcion.

3 Saa la i 5 Vi) = ‘___"]'.\"E ) A \ DE T
Ejemplo 9 Sea la funcion f{x) o2 —4) ) vamos a trazar J

1. Hay que precisar el dominio. El denominador se anula para x = + 2, por tanto
Dom f= (-0, 2) U (-2, 2) U (2, +x)
2. Parax=0esy=0y viceversa, luego la interseccion con los ejes coordenados es P(0, 0).

3. f(x) es una funci6n par, por tanto es simétrica respecto al eje ¥,

4. Estudiemos qué pasa para valores muy grandes, y muy pequeiios, de x.

. . . A 4
mag~T s BMgotr

De lo anterior se obtiene que y =4 es una asintota horizontal de f(x).
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5. Como los valores x = + 2 anulan el denominador de la funcién 7(x), estudiemos los limites

laterales en esos puntos
4x? 4x* 4x* 4x?

im =+, lim =-0, lim—5_—=-0, lim -
xl—l»-z—xz —4 Pt —4 e xt—4 Y et xt—4

+o0

Por tanto x = -2 y x = 2 son asintotas verticales de la funcion f{x).

Ahora veamos si f(x) tiene nimeros criticos
; 8x(x*—4) —4x’(2x)  8x*—32x—8*  -32x
f (x) = (}."2 e 4)2 = (xz — 4)2 - (xz = 4)2
Sif(x) = 0 entonces x = 0 es el inico niimero critico. El signo de f '(x) depende del numerador.
Parax < 0, se tiene f(x) > 0y parax >0 es /' '(x) <0.
Luego f(x) tiene un maximo relativo en x = 0.

7. Calculemos ahora si hay posibles puntos de inflexion

- Con los resultados obtenidos se puede trazar j I L

Fi) = -32(x* — 4)2 — (-32x)(2)(x* — 4)(2x) _ (0 —4)(-32x% + 128 + 64x7) _323x*+4)
(7 =4y -4y 2= 4y
Como el numerador es siempre "
positivo, el signo de f"(x) depende YA
del denominador. 40T i
Si-2<x<2 es(x*—4) <0, luego T fx) = 2—4)
f"(x)<0yen(-2,2)lafuncién f{x) es -
convexa.
Six<-20x>2,es (x* -4 >0,
luego f"(x) > 0. Por tanto en (-, -2)
y (2, +o0) la funcién f(x) es concava.

20|+

la representacion grafica de la funcion, la = =y
que se muestra en el esquema. -ty —t—ttF

Se puede apreciar que en efecto es una x=2iTl x=2

funcién par. 1

En la gréfica se han destacado las asintotas, +
tanto verticales como la horizontal.

2043

-
<
o

-

Actividad 3.6 l

Vamos a analizar la funcion f(x) = x*— 7x + 6, para hacer su representacion gréfica.

L.

2.

J(x) es una funcién polinomial, su Dominio es Dom f= y Rango =
Aplicando el método de Ruffini, se obtiene f(x) = (x — 1)( I ), luego f(x) tiene
raices en .Paray=0,esx= ;

Para valores crecientes (decrecientes) de x se cumple
Jim f(x) = lim (° = 7x + 6) = y lim f(x) = lim *=Tx+6)=
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4. f(x) no tiene puntos de discontinuidad, luego no tiene

5. Analiza los niimeros criticos. Para ello la derivada se iguala a
Sif(x) =3x*—7=0, entonces los nimeros criticos son: x, = yx, =
Valor de x signo de f'(x) Crece o decrece
-0 <x <-1.53
-1.53 <x<1.53
1.53<x< 4w

Por tanto f(x) tiene en un , cuyo valor es

yen un , cuyo valor es

Analiza si f(x) tiene puntos de inflexién

S "(x) = 6x, luego en x = hay un posible punto de inflexion.
Parax<___ ,secumplef"(x) _  yf(x)es en dicho intervalo.
Parax>__ ,secumplef"(x) _ yf(x)es en dicho intervalo.
Como f(0) = , entonces el punto de inflexiénes P( , ).

Con toda la informacion obtenida dibuja un esbozo de la gréfica correspondiente a /{(x)

Vamos a resumir ahora, los pasos por lo que debes guiarte para el andlisis de una funcion y consecuen-
temente hacer una grafica apropiada de la misma. En sintesis:

1.

Dominio y Rango. En particular, determinar qué valores pueden no ser admisibles para la variable
independiente, en dependencia de la expresion de la funcion.

Intersecciones con el eje X'y el eje Y. Para la interseccion con el eje ¥, se hace x = 0 es decir
se calcula f{0) y para la interseccion con el eje X, y = 0 y se resuelve la ecuacién. Esto altimo
puede ser dificultoso en dependencia de la expresién de la funcién, por lo que puede no ser
imprescindible.

Paridad o simetria de la funcién. Esto permite, en caso de que tenga alguna simetria, reducir a
la mitad el analisis de la funcion.

Asintotas. Su andlisis permite ubicar adecuadamente en el sistema de coordenadas la curva
correspondiente a la funcion estudiada.

Extremos relativos o absolutos. Se aplica el criterio de la primera y de la segunda derivada, lo

que lleva a obtener, a partir de los niimeros criticos, los maximos y minimos relativos que posea
la funcién.

Concavidad. El signo que adopta la segunda derivada antes y después de los posibles puntos de
inflexion, precisa si es concava o convexa en el intervalo que se esté valorando.

Puntos de inflexion. A partir del anélisis anterior, se determina en qué puntos la funcién tiene un
cambio en la curvatura.
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1. Dadas las siguientes funciones, trazar un esbozo de la grafica correspondiente a
' partir del estudio de su comportamiento.
s ' a) y=-x—x+2 b) y=3x—-9x+3 ¢) y=x>—3x
, 2x2
O d) y=2*+2¢ e) y=a—=2 f)y=7x2_l
Ejercicios gl ; +2 '
3.5 g) y= 2—1 )y_ 2—1

: | . B
) y=x—senx Dy T

Actividad intermedia: ‘%

Trabajo en equipo

Resuelve el siguiente problemario y a partir de los resultados obtenidos realiza una autoevaluacién de
los aprendizajes logrados.

1. Expresa si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

Afirmacion V/F
1. El miximo absoluto es el menor de los maximos locales o relativos
2. Los valores que hacen 0 la primera derivada se les llama niimeros criticos
3.8if(c)=0yf"(c) <0, la funcién ftiene un minimo en ¢
4. En un punto de inflexién cambia el sentido de concavidad de una funcién
5. Si la segunda derivada se anula en ¢, entonces ¢ es un punto de inflexién

2. Determina los extremos locales de la funcién f(x) = 2x* + 9x>— 24x + 5
a) Ultilizando el criterio de la primera derivada
b) Aplicando el criterio de la segunda derivada

3. Dada la grafica adjunta, estima en qué puntos la funcién es creciente, decreciente, tiene extremos
relativos, es concava o convexa.

e
5

Y

4. Dibujar la gréafica de la funcion f{x) = x*+ 6x>+ 12x2+ 8x + 10, a partir de haber analizado sus
caracteristicas principales.

Calculo | + Célculo diferencial por competencias |
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3.2 Aplicacion de las

' i Propoésito
fu G y l A d = PIV,a d a Aplica los conocimientos sobre
a la modelacion y derivadas s ropidates
i a la solucién de problemas que se
reso | ucion d e p ro b | emas presentan en diferentes campos.

de optimizacion

En cuantas ocasiones puedes haber escuchado frases como las siguientes: hay que sacar el maximo
provecho de los recursos que se disponen, obtener el maximo de ganancia con la inversién realizada,
lograr cubrir un maximo de superficie con una cantidad dada de metros de cerca. O también, emplear
el minimo de tiempo para cubrir una distancia dada, lograr el costo minimo para producir algo.

Todas estas frases encierran el interés de lograr optimizar el uso de los recursos en situaciones
determinadas que se presentan en la realidad. Para lograr lo anterior la aplicacion a este tipo de situa-
ciones del célculo diferencial constituye una herramienta muy atil que permite encontrar soluciones
a los problemas planteados. Un ejemplo nos va a permitir adentrarnos en esta direccion.

Ejemplo 10 - v
Calculo de area maxima. J

Supongamos que con 400 metros lineales de malla de alambre se quiere lograr cubrir el maximo de
superficie rectangular posible, para obtener un 4rea de pastoreo para ganado.

Ante todo recuerda que el rea que abarca un rectangulo esté delimitada por las dimensiones de
su largo x y de su ancho y. Si bien hay diversas posibilidades para un rectangulo como se muestra en
las figuras, se busca aquél que tenga el 4rea méaxima.

X

| Conoces que el area esta dada por la formula 4 = xy. Si bien, tanto el ancho como el largo son
dos elementos a determinar, tanto la variable x como y, estin también ligadas por la formula del
perimetro de un rectangulo y como se quieren utilizar todos los metros de malla disponibles, se tiene
que P =2(x + y) = 400, de donde, por ejemplo, si se despeja y se obtiene y = 200 — x.

Sustituyendo en la férmula del drea, queda ésta como una funcién de una de las dos dimensio-
nes del rectangulo, es decir, A(x) = x(200 — x) y el problema se reduce a buscar el valor méximo
de A(x).

Si bien tenemos la funcién a la que debemos encontrar un valor méximo, es necesario precisar
su dominio antes de seguir avanzando. En casos extremos, la variable x puede estar entre 0 y 200 m
ya que el largo total de la malla que se quiere utilizar es 400 m. Si x sobrepasara los 200 m, el largo
de la malla tendria que ser mayor que 400, pues el rectangulo tiene dos lados paralelos iguales que
pasarian cada uno de los 200 m. Por tanto 0 <x < 200.

‘ Derivadas: definicion, formulas y técnicas de derivacion | Unidad 2



Sabes también que para encontrar el valor mdximo (o minimo) de una funcién hay que determinar
los nimeros criticos, a partir de la primera derivada, y comparar el valor de la funcién en esos puntos
con el valor de la funcion en los extremos del intervalo.

Calculemos la primera derivada de A(x).
A'(x) = (1)(200 — x) + x(-1) = 200 — 2x = 2(100 — x)

Si A'(x) = 0, entonces x = 100, es el Gnico nimero critico que tiene esta funcién. En ese caso
y=200—x =200 — 100 = 100.

Veremos ahora los valores de A(x), para los extremos del intervalo y para el nimero critico
encontrado.

Parax=10, A(x)=0
Para x =200, 4(200) = 0, ;puedes justificar por qué?
Para x =100, A(100) = (100 m)(100 m) =10 000 n:>.

El drea maxima se obtiene cuando todos los lados del rectangulo son iguales a 100 m, luego para
una cerca de 400 m de largo, el area méxima resulta en un terreno de forma cuadrada de 100 m de
lado.

Ejemplo 11

Célculo de volumen méaximo. J
|

Se tiene una lémina de cartén cuadrada de 20 cm de lado y se quiere construir una caja sin tapa
cortando en cada esquina de la lamina un cuadrado de lado x cm y doblando hacia arriba las caras
' laterales resultantes. Determina qué valor de x hace maximo el volumen de la caja resultante.

x 20-2x x

X
i [20-2x 20ﬂ2xx

20 —2x

20 cm 20 —2x

20 cm x 20-2x x

La caja resultante, se muestra en la figura, es un cubo de base cuadrada, cuyo volumen, como
sabes, es el area de la base por la altura, V= ?h, y en este caso V(x) = (20 — 2x)%, es decir, se trata de
encontrar el valor de x que hace maximo la funcién V{(x).

El dominio de esta funcién esta entre 0 y 10, es decir 0 <x <10. ;Puedes explicar por qué?
Calculemos la primera derivada de (x).
V1(x) = 2(20 = 2x)(-2)x + (20 — 2x)*(1) = (20 — 2x)(-4x) + (20 — 2x)? = (20 — 2x)(20 — 6x).

Si V' (x) = 0, entonces los nimeros criticos son x = 10 y x = 10/3 y ambos estan en el dominio de
la funcion V.

Ahora evaluamos la funcion para los extremos del intervalo y los nimeros criticos.

Como ¥(0) = 0, V(10) = 0 y ¥(10/3) = 592.6 cm’, el maximo volumen de la caja se obtiene para
x =10/3 c¢m, es decir cortando cuadrados de 10/3 ¢m de lado en cada esquina de la lamina.

. " . . ool
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_ Ejemplo 12 Cilculo de drea minima. J

| e .
. Se quiere construir un recipiente en forma cilindrica con tapas y de una capacidad de 160 cm’. Hallar

las dimensiones del cilindro para que la chapa empleada en su construccion sea minima.

La superficie del cilindro con tapas se compone del 4rea lateral y del area

de cada circulo que conforman las tapas.

h

Por tanto si 4 es el drea del cilindro con tapas entonces 4 =4, +24,.

De acuerdo con las férmulas del 4rea del cilindro y del circulo, se tiene 4 = 22 + 27mrh. Aqui el
area depende tanto del radio como de la altura.

Pero también sabemos que el volumen del cilindro esta dado por V' = m?h, luego h = V/mr>-

| Si se sustituye 4 en la formula del 4rea, se tiene entonces 4 = 2m? + 2nr(V/nr?) y el drea entonces
- es una funcién sélo de la variable 7, es decir A(r) = 22 + 2nr-(V/mr?) = 2a[r? + 160/mr]

El radio r debe ser mayor que 0. pero puede tomar cualquier valor tan grande o pequefio como se
quiera; basta, en correspondencia, seleccionar / tan pequefio o grande como se necesite, por lo que
estamos considerando un intervalo abierto para el radio 7

Buscamos, entonces, el valor de r para el cual A(r) tiene un valor minimo y para ello calculamos
| su primera derivada.

e 160 2n°—160) __ (2m*—160
A(r‘)—Zﬂ:[Zr mz]—ZR[ r )—2[ 3 ]

Los niimeros criticos son aquellos para los cuales se anula la derivada, en este caso los que anulan
‘ el numerador, ya que 7* es mayor que 0. Entonces de 21— 160 = 0 se obtiene

r=3/§:r—09=2. 94 cm

Para determinar si este niimero critico es un minimo de la funcién 4(r) vamos a aplicar el criterio
de la primera derivada.

Para r = 2 < 2.94, resulta 4'(2) =

£ -
_2n2°—160 ~ -27.4 <0, luego A(r) es decreciente antes del

2
namero critico ¢
2 -
Para r = 4 > 2.94, resulta A'(4) = ﬁ442—169— ~ 15. 1> 0. luego A(r) es creciente después del

nimero critico.

Por lo anterior en 7 = 2.94 la funcién 4(r) tiene un minimo que es absoluto por ser el (inico. La
altura correspondiente esta dada por 2 =160/m(2.94)> = 5.89 cm. Con estas dimensiones del radio yla
altura se emplea el minimo de chapa para construir el recipiente.

‘ Derivadas: definicion, formulas y técnicas de derivacion | Unidad 2
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[_Actividad 3.7 l

Para construir un depésito de agua, a partir de una lamina de acero de 2.4 m de largo por 90 cm de
ancho, se cortan en cada esquina de la 1dmina cuadrados iguales. A continuacion, por un procedimiento

' adecuado se dobla lo resultante en cada borde hacia arriba y culmina el proceso con una soldadura,
hasta dejar sellado el deposito. Calcula qué dimensiones debe tener este deposito en largo, ancho y
alto para lograr que admita el maximo de agua.

minar sus y comparar el valor que
se obtiene al evaluar la funcién en ellos, con los de los extremos del intervalo que define su dominio.

o » .
El largo de la 1dmina de 2.4 m es equivalente a cm, = Y40 — 2y s
| El volumen del cuerpo resultante es V' = x| 1 Pl x
Por tanto M{(x) = I -
u . 90 — 2x 90 -2x
El dominio de la funcion V(x), Dom V(x) =
Para obtener el maximo volumen, es decir, los valores que [ i T x
hacen méaxima esta funcién hay que partir primero de deter- X 240-2x X
|
|

V'(x)=

Si V''(x) = 0, entonces se obtiene , pero de estos valores, solo es un
numero critico, pues el otro no pertenece a

Se evalua la funcion tanto en ese punto como en los valores correspondiente a los extremos
de la funcion y se obtiene , luego el maximo se alcanza en
. Este valor coincide con la del deposito. Se calculan las otras
dos dimensiones del deposito y se obtiene

-

Actividad 3.8 |

En una fabrica de camisas se producen a diario x camisas y se venden a la empresa distribuidora a
razén de 100 pesos por camisa. C(x) = x>+ 20x + 20 es el costo total de x camisas diariamente para la
fébrica. Determina la cantidad de camisas que se deben producir diariamente para obtener el méximo
de ganancia por dia.

La ganancia G est4 dada por la diferencia entre la venta diaria, es decir V(x) = 100x, y el costo de
producir las camisas, es decir G(x) = V(x) — C(x) =

De donde G(x) = -x* + 80x — 20.

Por tanto, se trata de encontrar qué valor hace maximo esta funcion.

Para hallar los nimeros criticos se calcula y se obtiene

‘ De donde x = es el inico nimero critico y como es G"(x) , en ese numero
critico se alcanza un

La ganancia se calcula sustituyendo ese valor en G(x):

Calculo | « Calculo diferencial por competencias ‘ m
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Ejercicios
3.6

Con una lamina de carton cuadrada de 30 cm de lado, se va a construir una caja sin
tapa cortando en cada esquina de la ldmina un cuadrado de lado x cm y doblando
las caras laterales resultantes. Determina qué valor de x hace méaximo el volumen

de la caja resultante,

Un fabricante de cajas de carton pretende hacer cajas sin tapas a partir de planchas
cuadradas de carton con drea igual a 576 cm?, cortando cuadrados iguales en los
cuatro cantos y doblando los lados resultantes hacia arriba. Determinar la dimension
del lado del cuadrado que debe ser cortado para obtener una caja con el mayor
volumen posible.

Para construir una pequefia caja sin tapa se parte de una lamina de cart6n rectangular
de 24 cm de largo por 9 ¢m de ancho y se cortan cuadrados idénticos en las 4
esquinas de la ldmina para doblar lo resultante en cada lado hacia arriba. Dibuja
un esquema que represente la accion a realizar y calcula las dimensiones en largo,
ancho y alto que debe tener la caja para lograr un volumen méximo. ;Cuél es ese
volumen?

Se quiere cercar en forma rectangular, por 3 lados, un 4rea de 1 800 m2 aprovechando
la pared trasera de una casa ;Qué dimensiones de los lados de la cerca haran que se
utilice el minimo de metros de cerca?

A la orilla de una carretera recta se va a reservar un 4rea para construir una cafeteria,
y hay disponibles 96 m de malla de alambre para cercarla. ;Qué dimensiones de
una cerca de forma rectangular, de 3 lados, que se construya haran que el 4rea
ocupada sea maxima?

Se va a cortar cartulina para imprimir un cartel, en forma rectangular, con 800 cm?
de texto. Se quieren margenes de 4 cm en la parte superior e inferior, asi como 2 em
a cada lado, ;Qué dimensiones debe tener la seccién de cartulina que se corte para
que el drea abarcada sea minima?

En una imprenta se van a confeccionar las invitaciones para una boda y la invitacion
va a tener 216 cm® de drea impresa y con un margen superior e inferior de 2 cm
y laterales de 3 cm. Halla las dimensiones del tamafio de la pagina que permita
ahorrar mas cartulina.
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Producto integrador‘
de la unidad

Resuelve el siguiente problemario y a partir de los resultados obtenidos realiza una autoevaluacion de
los aprendizajes logrados.

1.~ Usa los criterios de la primera y segunda derivada para graficar las siguientes curvas, y verificalas
trazando el grafico en Desmos, Geogebra o Mathematics.

2—4x +4
a) y=x— 395 +2 by y= T2 S

d) y=3sen’x e) y=xe
2. Analizalasiguiente graficay a partir de su comportamiento, grafica la primera y segunda derivada.

Y
el

8

—
e o
o

1
b ._
—o_.—l——'-'--.-‘

3. La pista de carreras que se muestra a continuacién debe constar de dos partes rectas paralelas y
dos partes semicirculares. La longitud de la pista debe medir 2 km. Encuentra el disefio de la pista
de modo que el terreno rectangular encerrado por la pista sea maximo.
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Producto integrador
del curso

Resuelve el siguiente problemario, y a partir de los resultados obtenidos, realiza una autoevaluacion de
los aprendizajes logrados.

I

Célcula los siguientes limites, si es que existen.

X+x2-9x—9 ey
T A R 4 x+t4-2
) X+ =6 % L
; 3 - 81
¢) lm(x‘*+x’—x+1) d) lim x;_g
e) lim (e"s"—ln (x2+1)) f) lim sen (5x)
x—V3 x—0 | Sen (3.x)
lim (1 + x)* S B
g) lim(l+x) h) lim T

Usa las formulas de derivacion para determinar la derivada de:

a) f(x)=-cos (4x) + 5¢10senx b) y=(x+ 57 In(x—1)
Wil 2 d) h(x) = (Tx — 1)(x +3

0 h)=" ) he) = (7x = 1)er+3)

e) gx)=x*+3x°+5x'-8 f) y=v3x—x2

g) y = arcsen (10x - 3) h)y=%

Anéliza y grafica la funcion

=i

x4

determinando monotonia, asintotas y simetrias, puntos de
inflexion, concavidades y valores (méximos o minimos).

y:
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4. Sevaatender un ducto de gasolina desde una plaﬁta de PEMEX ubicada a un lado de un rio de 400

metros de ancho hasta una industria que se encuentra al otro lado, 2000 metros rio arriba de la
planta.

El costo de tender el ducto por debajo del agua es de 3 000 millones por kilémetro y sobre tierra
es de 2000 millones por kilémetro. Partiendo de la planta, el ducto seguira la orilla del rio una

distancia de x kilémetros y luego lo cruzar4 en diagonal en linea recta directamente hasta la
industria. ;

a) Construye ¢l modelo matemético que representa el problema.
b) Determina el valor de x que minimiza el costo total.
¢) Explica el resultado obtenido.

Una persona, cuya estatura es de 170 ¢m, camina por la noche alejandose de un poste de alumbrado

que tiene una altura de 8m. Si la persona se aleja a una velocidad de 2 m/seg, ;qué tan rapido
cambia la longitud de su sombra?

: . . 2
Explora la representacion grafica de la funcion y = 2&% 2
=
a) A partir de interpretar la representacién gréafica, expresa verbalmente si es continua o
discontinua en x = -4,

b) Usa la definicion de continuidad para determinar si la funcién es continua en x = 4.

producto
'mtegrador
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UNIDAD 1

Apéndice

Respuesta a ejercicios
seleccionados

B {

kY
Ejercicios 1.1 O

1.

a) {(, |y=x*+2,x eR); flx)=x*+2
b) {(, y=1x—1,x e R); gx)=1/x—1

a) Representa a una funcién
b) No representa a una funcion
¢) No representa a una funcion
d) Representa a una funcion

a) f(-2) =-12, f(-1)=-7, f(1/4) = -3/4,
f(0)=-2

b) f(-3) = -1, f(-1/2) = -9/4, (3 ) =2 + 33

¢) f(-m) = 58.87, f(-0.4) = -0.272,
fA2)=~-2.74

d) f(-2)= 19, £(-0.5) =1/3 , f(2)=9,
£(5)=243

e) 1(4.5) =-0.301030, £(6) = -0.301029995.
£(100) = 1.98227

f) f(-2)=2, f(1/4)=0.2, f(z) =~ 0.7586,
f¢-1.5)=3

g) /(3) =3, /(3/2) =0, f(\25) = \7,
f(8)=A13

g(6)=11
Grafica 1-a, gréafica 2-c, grafica 3-b

(0,-3), (5, 2). Coordenadas en las que f(x) y
£(x) se intersecan.

Ejercicios 1.2

1%
2.

3

dominio, rango

Conjunto imagen o recorrido.

El rango y el contradominio no son
necesariamente iguales, el rango es un
subconjunto del contradominio.

La imagen de un valor del dominio es un
numero, mientras que el conjunto imagen
es el conjunto de imégenes para todos los
valores del dominio.

a) domf=R, rangof={y e Rly>-1}

b) dom f={x e R| x> -1},
rangof={y € R| y> 0}

¢) domf={x e Rlx#-1yx+#1},rangof=R

d) dom f= {x € R| x> -1}, rango f= R

e) domf=R,rangof={y e R|y> 1}

f) domf=R,rangof= {y e R|-1<y<1}

g)domf=1{x eRlx#Q2n+)n/2,n € Z},
rangof={y e Rly<-1 o y>1}

h)domf={x e Rix#nn,n ez},
rangof={y e Rly<-loy>1}

i) domf={x e Rlx#Qn+1)n/2,n € Z},
rango =R

§) domf={x eR|x#nn,neZ, rangof=R

K)domf={x e Rl -1 <x<1},
rangof={y € R| -n/2 <y <na/2}

) domf={x eRl-1<x<1},
rangof={y e Rl 0 <y <m}

m)domf={x e Rjlx<-1ox>1},
rangof={y e RI0<y<m y+n/2}

Céleculo | « Calculo diferencial por competencias ‘



. a) r(H)=0.5¢

n)domf={x eRx<-lox>1},
rangof={y e RI0<y<my#0}

ii) dom f= {x € R| -0 <x < +o0},
rango f={y € R|-n/2 <y <m/2}

0) dom f= {x € R| -0 <x < +a0},
rangof={y e R|0<y<m}

. a) Dominio: (-o0, 0) U (0, +o0);
Rango: (-2, +w)

b) Dominio: [-3, 3]; rango: [-3, 2]

¢) Dominio: (-o0, +); rango: [-2, 8]

d) Dominio: (-6, 6]; rango: [-4, 6)

b) A(H) = 0.25n;
¢) Dominio: [0, +e0]; rango: [0, +oo]

a) El  volumen es wun valor no
negativo, v(#) > 0, dominio: (0, 251/49) y
rango: (0, 65).

b) La capacidad de la alberca es de 65 m?
y tarda aproximadamente 7 horas y 10
minutos en vaciarse.

7. C(x) = 8000 + 850x, x e [0, 500]

dominio: [0, 500]; rango [8000, 433000]

Ejercicios 1.3

1. A cada valor del rango le corresponde a un
inico valor del dominio.

. No son uno a uno, puesto que para cada va-
lor x del dominio (excepto en algtn valor) le
corresponden dos o mas valores del rango.
Lo cual implica que para cada valor f{(x) del
rango (excepto en algiin valor) es correspon-
diente de mas de un valor del dominio.

. Uno a uno.

. a) No tiene inversa; b) Si tiene inversa

¢) No tiene inversa; d) No tiene inversa

- a) Representa a una funcién uno a uno, por

lo que si tiene inversa, /'(x) = x/5 — 6/5,

dominio: R y rango: R.

b) No representa a una funcién uno a uno,
por lo que no tiene inversa.

f Apéndice

¢) Representa a una funcién uno a uno, por
lo que si tiene inversa, f'(x)=2x/(1 —x).
dominio: R— {1} y rango: R — {-2}.

d) Representa a una funcion uno a uno, por

lo que si tiene inversa, f'(x) =(x*+1)/2,

dominio: [0, +w) y rango: [0.5, +0).

€) No representa a una funciéon uno a uno,
por lo que no tiene inversa.

. Dominio restringido: [0, +0).

8. La representacion gréafica de la funcion g(x)

no pasa la prueba de la recta horizontal, por
lo que no tiene inversa.

. Para m # 0.
10.

F71(x) = (x* + 1)/2. Representa el nimero de
aderezos vendidos.

Ejercicios 1.4

. flx) se aproximaa L cuando x se aproximaac.

. No necesariamente. Solamente implica que

!rI_IEI fx)=L | lo cual es independiente de si

f(c) esta o no definida.

El lim f{x) no existe, a menos de que L = M.

Cobra importancia cuando existen saltos
(finitos o infinitos) o huecos.

Ejercicios 1.5

ol e

igual; igual, igual; igual.
No existe; no existe, si existe.
No necesariamente. No necesariamente.

La funcion estd definida solamente por el
punto (3, 1), por lo que no hay manera de
aproximarse a 1, ni por la izquierda ni por la
derecha.

a) No existe; b) 1; ¢) No existe, d) 3; e) -1
a)0; b)23; c¢)Noexiste; d)No existe
a)0; b)-3; ¢0; d)0

a) 1/6; b) No existe; €) 4; d) 1; e) 1; f) 0; g) 6:
h) 159) -1/3; j) 0; k) 1; 1) -1/2



Ejercicios 1.6

1. a)7/3:b) 2. ¢) 1/2: d) A-9/4; e)17:1)0;
g) 3; h) -3; i) \2/4; j) Ga— 1)/2;
k) -20/3; 1) 64; m) -9/5 n) 3 + ¢; ii) -1/6
o) (-1/6)**

Ejercicios 1.7

1. a) 1/2; b) No existe; ¢) 6; d) -8;e) 0; f) 6;
g) 27; h) No existe; i) -1/4; j)-1; k) -1;
D1; m)0; n)l15; @)4; o)12; p)-40/3;
q) 2

Ejercicios 1.8

1. No necesariamente, debido a que la existencia
del limite no depende del valor de f{c), como
es el caso donde hay un hueco o un punto
desplazado.

2. El limite puede existir, como es el caso en
que la funcién puede tener un hueco enx =c,
pero el limite no depende del valor de f{(c).

3. No necesariamente, como es el caso en el que

en x = ¢ hay un punto desplazado, ¢ € Dom f

y fle)# L.

4. a)\2/4, b) 1/10; c)-4; d)5/4; e)1/28;
f) 1/32 g) 1/4; h)2/3; i)-5/8; )1/2Vx:
Kyl D1/2; m)2; n)1; i) 1/6 o)\p/a

Ejercicios 1.9

1. a) 5/4; b) 6/7; ¢) 0; d) 4; e) No existe;
£)1/2; g)0; h) 0; i) 1/4; §) 1/2; k) -2; 11/2

Ejercicios 1.10

1. a) f(x) tiene una asintota vertical en
*»=-5:L
b) f{(x) tiene una asintota vertical en x = 0;
¢) f{x) tiene una asintota vertical en x = -5/2;
d) f(x) tiene una asintota vertical en x =7
2. Larectax =-5 es una asintota vertical de f(x)

. sig(e)#0yh(c)=0

4, a)-oo; b) -o0; €) +oo;

d) -oo; e) +oo; f) -oo.

a) Asintota vertlcal enx=0; hm f(x) +00
y llm flx) =
b) Asmtota vertical en x = 0; lirr{} fx)=+w
¢) Asintota vertical en x = 0; lin;l)f(x) =.o
d) Asintotavertical enx=-2; lii}gj(x) = .o
y lip; f(x) =+ o
Asintota vertical enx=2; lim f{x) = -
" x—2
y lim f(x)=+e0
e) Asintotaverticalenx=-1; IET-f (x) =+
Asintota verticalenx = 1; linll_ J(x) = +e0
f) Asintota vertical enx=0; lim Sx)= -0
g) Asintota vertical en r = 8; llm h(r)=-o
¥ llm h(r)=+wx
h) Asmtota verticalen=2; ]1m g(t)=-o
Ilm g(t) =+

i) Asmtota vertical en s =3; hm g(s)=+w
y llm g(8)=-o0
i) Asmtota vertical en s = 0; lim h(s)=+on

k) Asintota vertlca] enr=2; Ilm f({r) =+
y 11m fn=
Asmtota vertical en r = 10;
limf(#)=-0 vy ]lgl’]f(?‘) = +c0

r—10—
1) Asintota vertical en x=-1;

lim fx) =-c0 y lim f(x) = +eo

. Tiene infinitas tangentes verticales. A la

izquierda del eje de las abscisas, en: x = -1/2,
x=2nn+mn/2 paran € Z . A la derecha del
gje de las abscisas, en: x = /2, x =2an — /2
paran € Z .

. No necesariamente.

Por ejemplo f(x) = (x> = 2)/(x — 2) no esta
definida en x = 2, y la recta x = 2 no es
asintota vertical de f(x), Iirqf(x) =4,

. Porque no estariamos hablando de una

funcidn, recuerda la prueba de la recta vertical
para verificar si una ecuacion representa o no
a una funcion.

Galculo | « Calculo diferencial por competencias | [NWV4



9. Sin luz, el tamafio de la pupila aumenta a Ejercicios 1.12

40 mm. Cuando recibe una cantidad infinita
de luz, el tamaiio de la pupila disminuye a
6 mm.

Ejercicios 1.11

1.

6‘

Que x se aproxima a menos infinito.

Que f(x) tiene una asintota horizontal en
y=L.

La funcién f{x) decrece sin limite cuando
x se hace infinitamente grande, es decir, el
limite no existe.

Larecta y =11 es una asintota horizontal.

Porque la representacion grafica de una
funcién puede oscilar en un intervalo finito,
y luego tener un comportamiento asintético.
a) Asintota horizontalen y = 1.
b) Asintota horizontalen y = 1.
¢) No tiene asintotas horizontales.
d) Asintota horizontal en y = 0.
e) Asintota horizontal en y = 0.
f) Asintota horizontal en y = 1.
g) No tiene asintotas horizontales.
h) Asintota horizontal en y = 3.
i) Asintota horizontal en y = -3.
j) Asintota horizontal en y = 0.
K) No tiene asintotas horizontales.
I) Asintota horizontal en y = 0.
m) Asintota horizontal en y = -3,
n) No tiene asintotas horizontales.
i) No tiene asintotas horizontales.
a) Asintotas horizontalesen y=-1,y=1.
b) Asintota horizontal en y = -1
¢) Asintota horizontal en y = 0.
d) Asintotas horizontales en
y=-\3/2, y=3/2.
e) Asintotas horizontalesen y=-1,y=1.
f) Asintotas horizontales en y = V3/3.
g) Asintota horizontal en y = 7/2.

4 ]i_rg_;’(x) =L 1limfx)=0 .

‘ Apéndice

1. No, porque ¢l lim/f(x) no existe. La repre-

sentacion grafica de f'es el punto (5, -3).

. La funcién f'es continua en el niimero real ¢,

si

i) f(c) esta definida en c,

i) lim f(x) existe, y

i) lim /() = /(c)

Si, son continuas en cada uno de sus puntos.
En los valores x para los cuales f{x) no est4
definida, la funcion es discontinua. Pero hay
casos en los que f puede estar definida para
todo x € Ry tener un salto finito en un valor
de x. Por lo que, si se conoce el dominio de f,
no necesariamente se puede determinar si es
continua en un punto dado.

a) No es continua en x =-1,

b) Es continua en x = -1.

¢) No es continua en x =-1.

d) No es continua en x =-1.

e) Es continua en x=-1,

f) No es continuaen x =-1.

Ejercicios 1.13

La funcion % es discontinua en:
= x = -5. Discontinuidad inevitable de
salto finito.
= x = -3. Discontinuidad inevitable de
salto infinito.

. = -1. Discontinuidad evitable.

* x=2. Discontinuidad inevitable de salto
infinito.

= x=35. Discontinuidad inevitable de salto
infinito.

* x=6. Discontinuidad evitable,
« x=7. Discontinuidad evitable.

3. a) Tiene una discontinuidad en:

« x = -2. Discontinuidad inevitable de
salto infinito.

« x=2. Discontinuidad inevitable de salto
infinito.



b) Tiene una discontinuidad inevitable de
salto infinito en x = -5.

¢) Tiene una discontinuidad evitable en

r=-1. 2
r—1 r#-l
Funcién redefinida: h(r)=< r+1 °
-2, r=-1

d) Tiene una discontinuidad en:
» t=-1. Discontinuidad inevitable de salto
infinito,
* 1= 0. Discontinuidad evitable.
Solo la discontinuidad en ¢ = 0 se puede
remover. La funcion redefinida, es

t
i
1, =0

JAE-1yt#0

f@=

e) Tiene una discontinuidad en:

* s=(3-v13)2 .Discontinuidad
inevitable de salto infinito.

* s=(3++13)2 .Discontinuidad
inevitable de salto infinito.

Calculo | « Calculo diferencial por competencias

. a) La funcion f{x) tiene una discontinuidad

no removible de salto finito en x = 4.

b) La funcién g(s) tiene una discontinuidad
removible en s = -5.

¢) La funcion A(f) tiene una discontinuidad
no removible de salto infinito en 7 = -4.
Y tiene una discontinuidad evitable en
t=3.

d) La funcién f{x) tiene una discontinuidad
no removible de salto finito en x = 0.

Ejercicios 1.14

1

La funcién A(x) es continua en: (-7, 5),
(-5,-3), (-3, -1), (-1, 2), (2, 3),(3, 5), (5, 6),
(6, 7)y (7, ).

a) (-, ®);

b) (-0,-5)y (-5, );

¢) (-, -1)y (-1, »0);

d) (-0, 4)y (4, ).
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UNIDAD 2 '

1. f'(x)=0enlos puntos D, F'y H
f(x)>0en los puntos 4, E, [y M
J(x)<0enlos puntos C, Gy K
J'(x) no existe en los puntos B, Jy L

2. f(x)=g'(x)=h'(x)=3x2+4x

La representacion gréfica de la derivada de
una funcién no cambia si a la funcién se le

suma o se le resta una constante.

3. h(x) = 5x*, h"(x) =205, h"'(x) = 60x2,
H9(x) = 120x, hO(x) = 120, HO(x) = 0.

En cada derivada el exponente disminuye

una unidad.

Ejercicios 2.2

1. a)f(x)=4x; b) y'(s) = 10s° :
Of=2m  d)hi(x)=8V3x’;
e) g'(x) =50x/9; f)u'(x)=4nr.

2. fix)=x°

3. m=4

Ejercicios 2.3

1. a) [f(x) - g)]'=

i (=R = (- )
h—0 h
i JETR) =g+ B) —f(x) + g (x)
o h
i L0 =g G W)+ g
h—0 h
=1im/ & A —fG) _ lim&&th-gkx
=0 h 0 h
=f1x)—g'&)
2. fl)=12x2—4x+5
3. a)y'=3x%

b) g'(s) = 95> + 2,
¢) y'(s) =2(5x — 1);
d) y'=3x%/2 - 3/4;

Apéndice

e) f'(x)=20x°-5x%
f) h(x)=-20x;

g) yV=x"+x*+x+1;
h) y'=8x+3

i) A(t)=10at + Sh;
D vO=m"""+2mt

a) f(x) = x* + 3x + a, donde a es cualquier
numero real

b) f(x)=4x>—5x + b, donde b es cualquier
numero real

¢) f(x)=3x*—x/3 +c, donde ¢ es cualquier
nimero real

Dos funciones distintas pueden tener la
misma derivada, porque la derivada de una
constante es cero. Por ejemplo: y = x + 2,
g = x — 3. Para ambas funciones que son
distintas, la derivada es la misma funcion.

6. P(1/2,1/2)

Ejercicios 2.4
1. a) A'(t) = 10at + 5b;

b) y' = 2x*%(18x® — 10x> + 6x — 3);
¢) g'(s)=-3s5* +4s +2;

d) £ (1) =263t + 1)

e) h'(s) =4812s+ 1)%

f) g'(x) = 2x(3x* + 82— 2);

g) h'(x) = n(3mx*—1);

h) u () =48 +3°P + 41+ 1

i) y'=Tx*—10x*+ 8- 12x -3
D y'=x"""an+ 1)x + bn]

2. (fghs)' = fahs'+ fgh's + fg'hs + [ 'ghs

Ejercicios 2.5

1 (%)= (x+6)/5x%
2. f'x)=-5/2x—3)%



1

3. g'x)=-2a/(x — a);

4. y'=x(x +2)/(x + 1)%

5. W)= 12 +2x/3 + 1712

6. y'= (¥ + dx + 9)/x*

7. h'(f) = -21(F + 12t + 1)/2£ — 1)
8. vI(H) =6(2x + 1)?

9.y'=3/x

0. /'(x) = -2a/(x — a)?

1L f'(x)=1/2Vx) -3

12. £'(x) = (6 Vx + 1)/(3 I2)
13.7(1) =3

Ejercicios 2.6

1
2

. f1(0) =4x(?—-3)

. Como es resultado conocido que
(&)= gT(x)]:f(x), entonces
(hegef)' = [he(g)]' = h'(g°f ) (g°f )’

= h'lglf)]] g T[] f '(x)
1
3. (fog)= i —
1
& N=F——"
4. a) f1(x) = 10x(x* — a*)*

Ej

L. a)f(0)=0;
2. a)gl(l)=6;
3.

4. a)y=-x;

b) ' (s) = (Vx +1)° [

9 g(x) =1/ (4Vx VNx +1)

d) y'=20(6x — 5)(3x* = 5x + 1)

€) £1(x) = -18(x — 1)"7-(x* — 266 — 1)/(x* + 1)1
f) h'(x) = ¥(45 — x> — 6x + 3)/(x + 1)2

8) y'=-s(s* = 8)/(4 — 57

h) £'(x) = 2x — 3

i) g0 =-(+ Dt

ercicios 2.7

b) f(0)=-1/3; ¢)f(0)=0
b)g(0)=-2; ¢ y(1)=0
En (0, 0) y (2, 8). Ecuaciones: y =0, y =8
b)y=2x+8

Calculo | « Calculo diferencial por competencias

Ejercicios 2.8

L

2.

o | 2
y'z(x—_z]:' (x— 37
a) y'=1/(93y +2)’)
b) y'= (32" = p)(x=3)%)
) y'=(1-2x)(97)
d) y'=y"Gy = 4)/(2x'y — 9" + 4)
y'=(1=3)Gxy — 1), y==x
y'=AyAx ;y=-2x3+10;y=-3x/2+15

Ejercicios 2.9

1.

a) y"'=18(5¢ -6~ + 1)
b) 3" = 16/(x* + 16)2
) y"'=(3x% + 2)/(x*(x* + 1)*?)

h(x) = f(g(x)), por lo que A = 16/ (2x);
= 2119 (23)

Hx) = kf (" (kx)

4. y'=(x—2)y suvaloren P(3, 1)esy'=1;

3

1.

2.

Y= = (2 —x))NH?, su valoren P(3, 1) es
»" = 0. El punto P(3, 1) no es un punto de la
grafica de la ecuacion x> — ) — 4x = -4, por
lo que no es posible determinar la ecuacion
de la recta tangente.

No tiene ninguna tangente horizontal, porque
para cualquier valor x € Dom f= R — {0},
Jf'(x) # 0 para todo x € Dom f.

Si, en los puntos (0, 0) y (2, 4)

La aceleracion sera cero en 3/2 unidades de
tiempo, distancia recorrida: 10.75 unidades
de distancia, la velocidad es de 5.75 unidades
de distancia/tiempo.

Ejercicios 2.10

El ingreso crece a razon de 22400 pesos por
afio.

4001 em?; 400007 cm?
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Ejercicios 2.11

1.

[=a]

a) h'(x) = (6x + 1)Nx

b) £ (t) = (8¢ + 1)/(3%)

¢) y'=4x(x* - 3)

d) h'(s) = s(8 — :;2))’(4 = 52)3’2

e) u'(x)=-(2x + 1)}(2& (2x - 1)2)
1) 1) =1/(2Vx) -3

) g'(¥) = (6Vx +1/(3x %)
h)y'=~a/(Vx (Vx -Va)’)

a) La ecuacion y = 3x + 2 representa a una
linea recta, y en cada punto sobre ella la
pendiente de la recta tangente es y’ = 3. Las
rectas tangentes y la recta y = 3x + 2 tienen
la misma pendiente, por lo tanto, las rectas
tangentes tienen por ecuacién a y = 3x +2.
En conclusion: la ecuacion de la recta
tangente en cada punto de una linea recta,
es la ecuacion de la linea recta a la que son
tangentes los puntos.

b)y=2x+4, cy=1/12

a) La razon de cambio del area respecto al
radio.

b) dA/dt = 4nr cm?/seg

¢) 40 cm?/seg

dVidt = 20mr? cm’/seg

dAldt = 20m cm?/seg

. dhldt = 32/(251) cm/min

Ejercicios 2.12

1.

a) (cotx)'= (COS x]

sen x

sen x (-sen x) — cos x (cos x)
(sen x)?

_ ~(sen’x +cos’x) _ -]

sen® x ¢

sen” x
l [
b) (sec x)' = (cos x] =

senx 1

=-¢csc’x

cos x - (0) — (-sen x)
(cos x)?

sen x
cos?X COSX COSX

=sec x tan x

| Apéndice

o Y 1 ] sen x + (0) — (cos x)
CSCX) = =
sen x (sen x)
-COS X -1 coS X
= 5= ’ =-cscx cotx
sen‘x senx senx

a) f(x)=-cos x

b) A1) =12t = 3)-sent+ (3 — 4f):cos ¢

¢) gx)=cosx +senx

d) u'(x) =sen x + sec x-tan x

e) g'(x) = 2(sen? x — cos? x)

f) g'x)=3(cosx— 1)

g) h'(x) = (-x'sen x — 2-cos x + 4)/x>

h) 7 '(x) = 4(cos? x — sen? x)

i) #'(x)=secxtanx

j) g'(x) =-2(cos x — 2sen x)(sen x + 2cos x)

Ejercicios 2.13

1

4.,

a) y' = 5sec? (5x)
b) v'(£) = (cos £) / (2 Vsen )

(3t +2) cos (32 + 4t — 2)
Vsen (3£ + 4t — 2)
d) y'= -4-csc? (2x); €) y' = -m-csc? (mx/2)
f) h'(x) = -2xsen x*; g) f'(x) = -2sen x cos x
h) /'(x) = -2sen (2x); i) y' = 6sec? (2x)
3./ () = (sen x)(3 — 2cos x) + 1
K) / '(x) = sen(2x) (6 — 4cos(2x)) + 2

Gcos( BXJ
. 32
_f(X)" (x+2)2

f'(x) = cos x; f"(x) = -sen x; f"(x) = -cos x
SO(x) = sen x; fO(x) = cos x; f©(x) = -sen x
JF(x) = -cos x; f®(x) = sen x

) v'(f)=

Siempre se tiene el siguiente patron:
COS X, - $in X, -COS X, Sen x

Asique f®(x)=senx, parak=4n,n € N.

S®(x)=2senx



Ejercicios 2.14 3. a)50 b)5 ¢)5

d)5/2 ¢2
1. a)n/3; b) -n/4; ¢) V32
2. a)\1-x2; b)x ) N1-x2/x
Ejercicios 2.19
Ejercicios 2.15 L a)f'(x)=2x/(x*+1) b)g'x)=1/3(In x)g)
1. a)y'=x?/N1-x*+2x - arcsen x San=2udy
b) y'= 3nx* I NT=aEF 2. fxy=x+1;g(x)=log,x;5(x)=Vx
¢) y'=3(arctan x)? / (32 + 1) h'(x) = sl g T )]/ ')
d) =1/ (x V¥ T) = s'log, (x + D]:gTx + 111

1 1
— . -1
2Vlog, x+ 1) (x+1)log(10)

Ejercicios 2.16 1

1. a)4; b)-2; 72 d)2,-2; ex=-2 2log(10)(x + )V log,; (x +1)
2. Se debe elevar al cuadrado 3
3. 2 V3-1
3. f(3)=28r’ . ,(x) B ﬁia '
4 g3)=27 b) A'(x) = 3" /x
' ¢) g'(x) = 3x% "3 V/(x3 ~1)
5. 9horas

d) £'(x) = (3x% + 2)/(x* + 2x)
x> —6x+3
(x +3)(x* + 3) log(3)

Ejercicios 2.17 e)y'=

2. a)y'=e"(l—cotx)cscx 4, 8) i &6 P+ dx 3]
) g'(x)= )

b) y'= e™"*(sen x + x cos x) ¥

b) 2"(x) =2(1 — x&/(x* + 1)

¢) y'= e*(sen x + x cos x)
d) y'=e<"¥(xcos x + 1) 5 y=x-1
e) [ (x) = e*/(2(e* + 3y
f) g'(x) = e***(cos x — sen’ x)
g) h'(x) = e” cos x (3x2 cos x — 2sen x)
h) f'(x) = -2x (x> — D)e™
3. f(x)=e(x+2); f"(x) =e(x +3);
() =e(x + n)
4. fx)=e?

Ejercicios 2.18

1. a)5 b)§ «¢)-3
)0 el f) 1
2. x

Calculo | « Calculo diferencial por competencias | JiEsie]
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Ejercicios 3.1 O

Ejercicios 3.3

5 : ient i, 8
T — (-2,0) y (2, +o0) 2. a) creciente en [2, 4]; decreciente en (-co, 2]

; y [4, +o0)
Es decreciente en: (-00, -2) y (0, 2) ) )
. b) crecienteen (-m»,2]y [4,+w); decreciente
3. a) creciente; b) constante; en [2, 4]
¢) no decreciente;  d) decreciente ¢) creciente en (2, 4] y [6, +o0); decreciente
39 (”009 0) cn (-00" 2] y [49 6]
2
e) f(x)= = , [3, 6] 3. f(x) es impar; decrece en (-o0,-1] y [1,+00):
3 crece en [-1,1]
12, (6, +0)
5 4. a)f'(x)=25x"—6x>+1 espar
£) 7D =3 Si, creciente. b) Por ser f(x) impar, f(-x) = -f(x).
s ) Por la regla de la cadena
S. a) f'(x) positiva para x < 2; f creciente £ (%) = [fA-0)]"= (-DIAx)]’
b) f'(x) negativa para x > 2; fdecreciente ] = _[-f()]'= [f)]'=f 'x)
& S'@=0 5. f(x)es par.

d) Laderivadaesuna linearectadecreciente [F(=9]'= (1) [ 1 ] '
que es positiva para x < 2, negativa para 1+ (-x)
x >2 y se intercepta con el eje de las 1 '
i [ T (x)z} = -f‘!(x)

abscisas en el punto (2, 0). =

6. a) Domf=R
f(x) creciente en (-c0, -4] y [1, +o0)

Ejercicios 3.2 f(x) decreciente en [-4, -1]

1. Ninguno b) Dom f=R— {0}
2. a) max. abs. P(0, 4) f(x) decreciente en (-, 0) y (0, 3]
b) maéx. abs. P(0, 4); min. abs. P(-2, 0) J(x) creciente en [3, +o0)
y P(2,0) ¢) Dom f= [0, 6]; f(x) creciente en [0, 3]
¢) méx. abs. P(0, 4); min. abs. P(2, 0) f(x) decreciente en [3, 6]
d) max. abs. P(0, 4); min. abs. P(-2, 0) d) Dom g =R~ {1}
e) max. abs. P(0, 4) g(x) creciente en (-co, -1] y [3, +)
f) max. abs. P(0, 4); min. rel. P(2, 0) 8(x) de creciente en [-1, 1) y (1, 3]
g) max. abs. P(0, 4); min. rel. P(-2, 0) €) Domh=R
h) max. abs. P(0, 4); min. abs. P(-1, 3) h(x) decreciente en (-0, 0] y
y P(1,3) h(x) creciente en [0, +o0)

3. a) max.f(x) P(0, 7); min f{x) P(2, -5)
b) max. f(x) P(3, 69); min. f(x) P(-1, 5) Ejercicios 3.4
yP(1,9) ,
¢) méx. f(x) P(1, 1); min f(x) P(0, 0) % A 22

d) max. f(x) P(2, 5.657); min. f(x) P(0, 0) b) ma"‘ Fe143,56.8), win. (0, 6)
}’P(6, 0) C) min. P(l,-l)
d) max. P(2, 32), min. P(6, 0)

‘ Apéndice



3. max. P(-1, 2), min. P(1, -2)
4. min. P(0, 0). Criterio de la primera derivada
5. a) min. P(-1, -1/e);
Punto de inflexion P(-2, -2/¢?)
b) min. P(1/2, 4)

Ejercicios 3.5

1. a)y=-x*—-x+2
* Domf: R, Rango f: R,
* Intersecciones con los ejes: P(1, 0)
y P(0,2)
* No es par ni impar
* No tiene asintotas verticales ni horizontales
* No tiene extremos absolutos, ni relativos
» Concava en (-, 0) y convexa en (0, +w)
« P(0, 2) punto de inflexién

Y
8
4
8 4 ]\ 4 g=
-4
-8
x
Dy=2=

* Domf:R—{-1,1},

* Rangof: (-0, 0)U (2, +0)

* Interseccion con los ejes: P(0, 0)

* f(x)es par

* Asintotas verticales: x = =+1;
Asintota horizontal: y = 2

* max. relativo: P(0, 0)
= No tiene puntos de inflexion

* Concavaen (-0, 1)y (1, +o0).
Convexaen (-1, 1)

VA
54

5 %
v
Dy=—=
V222

* Domf:R,Rangof: {y € Rl-1<y<1)}
* Interseccion con los ejes: P(0, 0)

*  f{x)es impar

* Asintotas horizontales: y = +1

* No tiene maximos ni minimos

* Concava en (-, 0) y convexa en
(0, +o0)
= P(0, 0) punto de inflexion

Ejercicios 3.6

1. La longitud del lado del cuadrado a cortar
esde 5 cm

2. Lalongitud del lado del cuadrado a cortar es
de 4 em

El volumen maximo es de 200 cm®
Largo: 60 m; ancho: 30 m

Largo: 48 m; ancho: 24 m

Largo: 24 cm; ancho: 48 cm
Largo: 24 em; ancho: 20 cm

Nem e W
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Formulas de algebra

y trigonometria

Productos notables

(x+ta)x+b)=x*+(a+ bx+ab
(@+b)(@a—-b)=a— b

(a+ by =a*+2ab+ b?
(a=b)=a*—2ab+ b*

(a+ by =a*+3a%b + 3ab? + b
(@—b) =@ — 3% + 3ab>— b}

Factorizacion

ab+ac=a(b+c)
a—b*=(a+b)a-b)

@ +b*=(a+b)a*—ab+b?)
@ —b*=(a—b)a*+ab + b?)
a+2ab + b= (a+b)

@ —2ab + b*=(a— b)

X2+ px + g = (x + a)x + b)
mx* + px + q = (ax + b)(ex + d)

Propiedades de los exponentes

am.an o anr+n (ab)m = ambn

i = ._1_ = l ¥
(a™y'=a" a pr [a)
a* al" a
i (3) o

a'"=1, paraa#0

| Apéndice

Relacion potencia-radical

amhl = W

Propiedades de los radicales

W= af Na _ [a
Ya - Ao =Nab w4
(Na )" =Na" Ya="0a

Klaim = Na", k natural. ({fc_r)n =iq
Para n impar, (Va )" =a
Para n par, (Xa )” = |al; en particular Va2 = |al

Propiedades de los logaritmos
log,(4-B) = log, 4 + log, B

A
log, {E) = log, 4 —log, B

- log, A

log, A"=nlog, A log, N4 = _g?f_
log, N
log N= log, a

Formula general. Las raices de la
ecuacion cuadratica

ax?+bx+c¢=0, son

_ =bEND —4ac

4 2a



Identidades
trigonométricas béasicas

o cos « 1
tan = 3000 = 1 S
cosa cota sena tana
csc = C =
¥ sen a 0 sen a
cos o= =
sec a ik cos a

Identidades trigonométricas
pitagoéras

sen’ ff+cos’ f=1

tan’ f + 1 = sec?

cot? f + 1 =csc?f

Sumas de angulos

sen(a + ff) = sen a cos ff + cos a sin
cos(a + f) = cos & cos f — sen a sen f

tan « + tan

MG )= 1 —tan a tan

Diferencia de angulos

sen(a — ff) = sen a cos ff — cos a sin f
cos(a — ff) = cos a cos f + sen a sen f

tan (o — f) = tan o —tan

1 +tan ¢ tan

Identidades del dngulo doble

cos2a=cos’a—sen’a =2cos?a—1=1—-2sen? q

R 2 tan &

sen 2a = 2sen a cos « .
1 —tan* a

Propiedades de los limites

1. limk=k

X—=c

2, limx=c

2 !{1_1.1“1 kfx)=k Li_lgf(x)

4. lim [/09) + g @] = lim ftx) & lim g()
5. lim [ftx)yg (0] = lim ftx)-lim g (x)

o Sy Hmfe)

Me®  lmew

7. tim Al =[Jim )|

8. lim V7(x) = 4/lim f(x), siempre que
lim /x) > 0
cuando » sea par.

Limites trigonométricas

; o 1 —Eos X _
lim Senx — 7 REME S 0=
1. o 2. e X

Limites exponenciales

1. lime=1=

3 Uy =
x—{ X 2' ‘13"“{} (1 * x) €
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Formulas de derivacion

Notacion que se usa en el libro de Calculo |

Reglas bésicas

1
2
3
-
5

. Sif{x) =k, con k constante, f'(x) = 0.
. B =

(k)] = kf'(x)

- ) £ g()]" =fx) £ g'(x)

- [x)g)]" =7 (x) glx) +f(x) g'x)

{ i (x)]’= I'®gm)—f(x)g'(x)
g(x) [g@)T

(&) ) =g'[f)] 1 )
"G = nf"'(x) f ()

Trigonométricas

1
1
1
1
1

9. (sen x)'=cos x

0. (cos x)'=-sen x

1. (tan x)'=sec? x

2. (esc x)'=-csc x-cot x
3. (sec x)'=sec x'tan x
4. (cot x)'=-csc? x

' Apéndice

Trigonométricas inversas

1
15. (arcsen x)' = . con-1<x<]l

16. (arccos x)'= N con-1<x<1

conx € R

17. (arctan x)' = " : =

+ X
-1

18. (arccse x)' = =T x| > 1
(E—
1

V=17
20. (arecot x)' = 1_;]?., conx € R

19. (arcsec x)'= x| >1

Exponenciales

21. (&) = e
22. (@)'=Ia a
23. (@)’ = (In a)-a"u'(x)

Logaritmicas

I
24. (Inx)'=—
X

lo
25. (log, x)'= =

(nax  x




Formulas de derivacion

Opcion 2

Reglas bésicas

d
1. Constante: 2 f =
onstante k=10

2. Miltiplo constante: EzdI () = k' (x)
3. Suma: gx- FREg@]=r'"x)*g x)

4. Producto: % 1) g () =1() g' () + g() £ ()

conn d &) 200 ') —f(0)g(x)
5. Cociente: = o) = 2T

6. Cadena: < £(¢ (1) =" (2 ()) &' (x)

7. Potencia: -4 1 — i
oenmadxxn nx

8. Potencia: jxd—[g(x)]” =g W] g' ()

Trigonométricas
9. %senxz COS X
10. gx—cosx=-senx
11. dixtanx= sec’ x
12 j‘;— cot x = -csc? x

13.%secx=secxtanx

d -
14. 3 CSC x =-csc x cot x

Trigonométricas inversas

15. %sen‘1x=

16. %cos"x= =

= 1
B R T
gt X
19. dx SeC X e
d - 1
20, ——gsetp=r—ae
dx T e

Exponenciales

<) (O RO
ot

22. 44 = g (Ina)

Logaritmicas

d 1
23 = In |x]| =;

d . 1 _log e
24. _"“dx logax — (]n a)x = xa
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Formulas de derivacion

Opcién 3

Reglas basicas

L. %fpo
2. %x=1

d —du  dv_ dw
3L E(u+v+w) dx+dx+dx
B e Lqdu

dx "=k gy
5. A yy=ydv 4y du

dx dx dx

v du .y dv

6. d (u)___dx dx

dx \v v
. _cu];@
Cax v k dx
8. %x"=nx"“

d N = ﬂ—@_
9. e W =nu Idx

Trigonométricas

10. 4 - du
dx sen u COS 1 dx

”-——i COS % = -sen u —jz
d du
i = 2 st

12 ! tan u = sec® u
d du

13. = = gl e

3 e Cotu=-csctu

d du
14. —— — - ———
I SeCu=secu -tan u 7

15. icscu=—csc —
dx dx

| Apéndice

Trigonométricas inversas

16 g arccos u = : i
e u= e
dx NI —2? dx
17 J arcc : o
e oS U=- ——=——
dx N1 —u? dx
d du
18. — arctan u = =
dx 1+w? dx
d _ 1 du
19. —— arccot u = - —
dx 1+u* dx
20 d csec i L
=il U=—r——
dx uVur —1 dx
21 —d—arccscuZ —l—ﬁ
C uviZ—1 dx

Exponenciales

d du
. A
dx ¢ "¢ ax

23 cfx a”=a”lna%

Logaritmicas

1 du
24, —lny=—-—
nu v i
|
25__‘{]0 i oge du
dx U dx
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